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Problemas

Problema 1. Camilo y una amiga estan ju-
gando al “Combate Naval” en un tablero de
5 x 5. Camilo ya ha ubicado 2 barcos, como se
muestra en la figura. Todavia tiene que colocar

un barco de 3 x 1 para que cubra exactamente
tres celdas. Sabiendo que dos barcos no pueden
tener un punto en comun. ;Cuantas posiciones
hay para su barco de 3 x 17

Problema 2. En la imagen, el tridngulo
grande es equildtero y tiene drea 9 cm?. Las
rectas son paralelas a los lados y dividen ca-

da lado en 3 partes iguales. ;Cudl es el area
de la parte sombreada? / \

Problema 3. Roberto quiere decirle a Karina un ntumero, en el cual el
producto de sus digitos es igual a 24. ;Cual es la suma de los digitos del
nimero mas pequeno que Roberto puede decirle a Karina?

Problema 4. Laura, Ivan, Valeria y Cata quieren estar juntos en una foto.
Cata y Laura son las mejores amigas y quieren estar juntas. Ivan quiere
estar junto a Laura porque le gusta. jDe cuantas formas pueden acomo-
darse para la foto?
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Problema 5. En el colegio de animales hay 3 gatos, 4 patos, 2 gansos y
varios corderos tomando clases. El profesor bitho conto las patas de todos
sus alumnos en su clase y obtuvo 44 patas. ;Cuantos corderos hay en la
clase?

Problema 6. Un globo lleno de Helio puede alzar una canasta que contiene
cosas que pesan a lo mas 80 kilos. Dos globos llenos de Helio pueden alzar
la misma canasta que contiene cosas que pesan a lo mas 180 kilos. ; Cuanto
pesa la canasta?

Problema 7. Los nietos, nietas, bisnietos y bisnietas del abuelo Anacleto
juegan a la ronda, en total 40 ninos y 28 ninas forman un circulo, tomados
de la mano. Exactamente 18 ninos dan su mano izquierda para una de las
ninas. ;Cuantos ninos dan su mano derecha a una chica?

Problema 8. Escribe todas las secuencias de niimeros enteros consecuti-
vos que contengan al ntimero 7, de forma tal que la razén entre niimeros
2

impares y nimeros pares sea 3.

Problema 9. Miguel pensé en un niimero positivo, lo multiplico por si mis-
mo, le sumoé 1, multiplico el resultado por 10, le sumo 3, luego multiplico el
resultado por 4 y después le sumé 1. Su ultimo resultado fue 2013. ;En
qué ntmero pensé Miguel?

Problema 10. Las masas de sal y agua en el mar de Pitagoras estan en la
razén 7 : 193. ; Cuantos kilogramos de sal hay en 1000 kilogramos de agua
de mar?

Problema 11. Un saco contiene bolitas de cinco colores diferentes. Dos
son rojas, tres son azules, diez son blancas, cuatro son verdes y tres son
negras. ;Cual es el niimero mas pequeno de bolitas que se deberia sacar
del saco para asegurarse de sacar al menos dos bolitas del mismo color?
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1111 3333 6666
= 11, encontrar el valor de +
101 101~ 303

Problema 12. Sabiendo que

Problema 13. Anita tiene una
hoja cuadrada cuadriculada co-
mo la que se muestra en la figura.
A partir de dicha hoja ella recor-
ta figuras por las lineas del cua-
driculado como la que se mues-
tra en la imagen de la derecha.
Después de realizar los recortes,
,cudl es la minima cantidad po-
sible de cuadraditos restantes?

Problema 14. La Sra. Margarita compro cuatro choclos para cada miem-
bro de su familia de cuatro personas. En la tienda recibio el descuento que
le ofrecia la tienda. Oferta de choclos: 1 choclo 200 pesos. Cada 5 choclos
el sexto es gratis ; Cuanto tanto pago?

Problema 15. Alex enciende una vela cada diez minutos. Cada vela en-
cendida tiene una duracién de cuarenta minutos. ;Cuantas velas estan
encendidas después de cincuenta y cinco minutos a partir del momento en
que Alex enciende la primera vela?

Problema 16. El ntimero promedio de hijos en cinco familias no puede
ser:

Problema 17. Juan ha construido un edificio de cubos sobre una rejilla
de 4 x 4. La imagen muestra el nimero de cubos que esta sobre cada celda
de la rejilla. Cuando Juan la mira desde atras, jcudl de estas iméagenes ve?
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Problema 18. Marcos y Luisa estan parados en lados opuestos de una
fuente circular. Empiezan a correr en el sentido de las agujas del reloj
alrededor de la fuente. La rapidez de Marcos es % la rapidez de Luisa.
. Cuantas vueltas ha dado Luisa antes de que Marcos la alcance por primera

vez?

Problema 19. Los enteros positivos z, y, z satisfacen que -y = 14 ,
y-z=10y que z-x = 35 ;Cuédl es el valor de = + y + 27

Problema 20. En el diagrama,
a = 55°, B =40° y~v = 35° ;Cual 5
es el valor de 67

Problema 21. Vanessa escribié varios nimeros enteros consecutivos. ; Cual
de los siguientes no puede ser el porcentaje de niimeros impares que hay
en la lista de Vanessa?

(A)40%  (B)45%  (C)48%  (D)50%  (E)60%



Problema 22. Los lados del
rectangulo CDBA son paralelos
a los ejes coordenados. CDBA
esta debajo del eje X y a la de-
recha del eje Y, como se muestra
en la figura. Las coordenadas de
los cuatro puntos A, B, C'y D ] C D
son todas nimeros enteros.

coordenada
Para cada uno de estos puntos calculamos el valor Y . Cual
coordenada x

de los cuatro puntos da el menor valor?.

Problema 23. Todos los enteros positivos de cuatro cifras que tienen los
mismos digitos que el nimero 2013 estan escritos en la pizarra en orden
creciente. ;Cudl es la diferencia numérica mas grande que hay entre dos
nimeros vecinos en la pizarra?

Problema 24. En la rejilla de 6 X 8 que se A //
muestra, 24 de las celdas no son intercep- \\ P

~N
tadas por una de las diagonales. Cuando @
se dibujan las diagonales de una rejilla de ) X
6 x 10, ; Cuantas celdas no son intercepta- L N
das por las diagonales” 7 N

Problema 25. Sea S el nimero de cuadrados entre los enteros 1 y 2013°.
Sea () el nimero de cubos entre los mismos nimeros. ;Cuél de las siguientes
alternativas es verdadera?:

(A)S=Q (B)25=3Q (C)35=2Q
(D) S =2013Q (E) SSS = QQ

Problema 26. Andrés, Beatriz, Kathy, Daniela y Eduardo nacieron el
20/02/2001, 12/03/2000, 20/03/2001, 12/04/2000 y 23/04/2001 (dia, mes,
ano). Andrés y Eduardo nacieron el mismo mes. Ademds, Beatriz y Kathy
nacieron el mismo mes. Andrés y Kathy nacieron el mismo dia de meses
diferentes. Ademas Daniela y Eduardo nacieron el mismo dia pero en meses
distintos ;Cual de los ninos es el mas joven?
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Problema 27. La figura muestra un
cuadrilatero sombreado ABCD dibu-
jado sobre un geoplano. Cada cel-
da del geoplano tiene un lado de

2cm. ;Cudl es el drea del cuadrilatero
ABCD?

Problema 28. Cada uno de los cuatro
vértices y seis aristas de un tetraedro
estd marcado con uno de los diez ntime-
ros 1,2,3,4,5,6,7,8,9,11 (se omite el
10). Cada ntimero se usa una unica vez.
Por cada dos vértices del tetraedro, la
suma de estos numeros en los vértices
es el numero de la arista que los conec-
ta. La arista AB estd marcada con un

9, {Qué numero se usa para marcar la
arista C'D?

Problema 29. Cinco enteros positivos consecutivos tienen la siguiente
propiedad: tres de ellos suman lo mismo que la suma de los otros dos.
. Cuéantos grupos de nimeros enteros cumplen con esta propiedad?

Problema 30. ;Cuantos decimales tiene el niimero ———— escrito en su
1024000

forma decimal?

Problema 31. La imagen muestra cinco
triangulos isdsceles con angulos superiores
de 24°, 48°, 72°, 96° y 120°, todos multi-
plos del angulo superior mas pequeno, y
todos los angulos tienen un valor ente-
ro. Si queremos aumentar la cantidad de
tridngulos isosceles tanto como sea posi-
ble. ; Cuantos grados tiene el angulo supe-
rior mas pequeno para ese caso?
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Problema 32. Romina hornea 6 pasteles de frambuesa uno después del
otro, numerandolos del uno al seis en orden. Mientras hace esto, sus hijos
a veces entran a la cocina y comen el pastel mas caliente. ;Cudl de las
siguientes combinaciones no puede ser el orden en que los ninos comen los

pasteles?

(A)1,2,3,4,5,6 (B) 1,2,5,4,3,6 (C) 3,2,5,4,6, 1
(D) 4,5,6,2,3,1 (E) 6,5,4,3,2,1

- ~~

Problema 33. Ricardo tiene piezas .
plasticas idénticas con la forma de un
pentagono regular. Las pega juntas
lado a lado para completar un circu-
lo, como se ve en la figura. ;Cudntas
piezas tiene este circulo?

--------

Problema 34. Una alfombra circular se pone sobre un piso con baldosas
cuadradas. Todas las baldosas que tienen mas de un punto en comun con
la alfombra se pintan gris. ;Cual de las siguientes imagenes representa un
resultado no posible?

(A) (B) (C) (D) (E)

Problema 35. El niimero 200013 - 2013 no es divisible por:
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Problema 36. Seis puntos estdn mar- 71T e
cados en un geoplano con celdas de la-
do 1. ;Cudl es el darea mas pequena de S N
un triangulo con vértices en los lugares A A A A i
marcados? ISP SR SV SRR N SR S

-_l----l----l----é----i----l-u

Problema 37. Las caras de un cubo estan pintadas con cuadrados blancos
y negros como si estuviese hecho con cuatro cubos blancos y negros mas
pequenos. ;Cual de los siguientes esquemas seria el correcto para construir-
lo a partir de una hoja de papel?

A)% B)EEIC)E;E!;D) [.E] E)%
Problema 38. Una pelota de caucho cae verticalmente desde una altu-
ra de 15 metros del techo de un edificio. Después de cada impacto con el
piso rebota hasta una altura de 4/5 de la altura anterior. ;Cudntas veces

aparecerd la pelota enfrente de una ventana regular cuyo borde inferior tie-
ne una altura de 5, 5 metros y cuyo borde superior tiene una de 6, 5 metros?

Problema 39. El baile del tango se baila en parejas, cada una de un
hombre y una mujer. Una noche en un baile no hay méas de 50 personas
presentes. En algiin momento % de los hombres estd bailando con % de las
mujeres. ;Cuantas personas estan bailando en ese momento?



Problema 40. Dado el cuadrado de la-
do 4 de la figura, se tiene que sobre €l se
desliza una rueda de radio 1 sobre sus
lados. Calcular la longitud del camino
que recorre el centro de la rueda.

Problema 41. En la reunién anual de caracoles, el caracol Jacinto pro-
pone el siguiente desafio a sus amigos ;Cuantos ntimeros de 4 digitos en
que el digito de la decena y la centena son iguales poseen la propiedad
siguiente: después de restar 2997 de dicho niimero, se obtiene un niimero
de 4 digitos que consiste en los mismos digitos en orden inverso?. Resuelve
tu el problema antes de que lo resuelvan los amigos caracoles.

Problema 42. Al sumarle 4" a 8!, Ménica ha obtenido un ntimero que
también es potencia de 2. Encuentra este niimero.

Problema 43. El abuelo Anacleto, matematico jubilado y aventurero, a
construido una ventana con forma de trapecio cuyo perimetro es de 5 me-
tros y la longitud de sus lados (medidos en metros) son nimeros enteros.
., Cudl es la medida de los dos angulos mas pequenos de la ventana que
construyé el abuelo?

Problema 44. El abuelo Anacleto matemaético jubilado y aventurero, sa-
be construir ventanas con forma de trapecio isdsceles, él quiere construir
algunas ventanas de perimetro 11 metros, tal que la longitud de sus lados
(medidos en metros) sean numeros enteros. Encuentre todas las posibles
ventanas con forma de trapecio que cumplen con estas condiciones.

Problema 45. El nimero de la casa de Ariel tiene tres digitos. Si se re-
mueve el primer digito (el de la centena) de este nimero se obtiene el
numero de la casa de Benjamin. Si se remueve el primer digito (el de la
decena) del ntiimero de la casa de Benjamin, se obtiene el nimero de la casa
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de Clara. Si se suman los nimeros de las casas de Ariel, Benjamin y Cla-
ra se obtiene 912. ; Cual es el segundo digito del niimero de la casa de Ariel?

Problema 46. El nimero de la casa de Ariel tiene cuatro digitos. Si se
remueve el primer digito de este numero se obtiene el nimero de la casa
de Benjamin. Si se remueve el primer digito del niimero de la casa de Ben-
jamin, se obtiene el nimero de la casa de Clara. Si se suman los nimeros
de las casas de Ariel, Benjamin y Clara se obtiene 5992. ; Cual es el nimero
de la casa de Ariel si la suma de los digitos de dicho ntimero es 197

Problema 47. Encuentre el ultimo digito (la cifra de las unidades) del

nimero 42013 _ 32013,

Problema 48. La siguiente figura muestra 6 cuadrados en zigzag de lados
lem x lem. Su perimetro es 14cm, ;Cual es el perimetro de un zigzag
hecho de la misma manera pero con 2013 cuadrados?

Problema 49. El segmento AB une dos vérti- C

ces opuestos de un hexagono regular. El seg- B
mento C'D une dos puntos medios de lados

opuestos. Encuentra el producto entre los seg-

mentos AB y CD si el area del hexagono es A

60u>. D

Problema 50. Un grupo de estudiantes tuvo una prueba. Si cada nino
hubiese tenido 3 puntos més en su prueba, entonces el promedio del curso
hubiese sido 1,2 puntos mas alto de lo que fue. ;Cual es el porcentaje de
ninas en el curso?
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Problema 51. Hoy, Juan y su hijo estan celebrando su cumpleanos. Juan
multiplicé correctamente su edad con la de su hijo y obtuvo 2013 como
resultado. ;Qué edad tiene Juan?

C
Problema 52. Joaquin queria dibujar dos 60°
triangulos equilateros pegados para formar un
rombo. Pero no midi6 bien todas las distancias A 61"\
y, una vez que termind, Alejandra midio los 60°
cuatro angulos y vio que no eran iguales. ; Cual
de los cuatro segmentos es el mas largo? 500

D
Problema 53. ;Cudl es la maxima cantidad de ca- RN

’ 1 y
minos diferentes para llegar desde el punto A hasta 2
el B en el grafico siguiente? i v

Problema 54. Se da un niimero de seis digitos. La suma de sus digitos
es par, el producto de sus digitos es impar. ;Cual es la afirmacién correcta
sobre el nimero?
(A) Ya sea 2 o 4 digitos del niimero son par

(B)
(C)
(
(

Un numero asi no existe

La cantidad de digitos impares del nimero es impar

D) El ntimero puede estar formado por digitos diferentes entre ellos
E) Ninguna de las Anteriores
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Problema 55. El tridngulo RZT es
el resultado del tridngulo equilatero
AZ(C al girarlo alrededor del punto Z,
donde 8 = ZCZR = 70°. Determine
el valor del dngulo a = ZC'AR.

Problema 56. Considere un rectangulo, en el que uno de sus lados mide 5
unidades. El rectangulo puede ser cortado en un cuadrado y un rectangu-
lo de lados enteros, uno de los cuales tiene area 4. ;Cuantos rectangulos
existen que cumplan con esto?

Problema 57. El ntimero n es el entero positivo mas grande para el cual
4n es un numero de tres digitos, y m es el entero positivo méas pequeno
para el cudl 4m es un niimero de tres digitos. ;Cual es el valor de 4n —4m?

Problema 58. Victor ha dibuja-

do el grafico de una funcién f

R — R, compuesto por dos rectas & M i "1
y un segmento de linea (ver figura). N
. Cuantas soluciones tiene la ecuacién

F(F(f (@) = 07

Problema 59. En el tridngulo ABC'
los puntos M y N en el lado AB estan &

ubicados de manera tal que AN =

AC' v BM = BC'. Encuentre el valor

del angulo ZACB si ZMCN = 43° K .

Problema 60. ;Cuédntos pares (z,y) de numeros enteros satisfacen la
ecuacion z? - y? = 6127

Problema 61. Una caja contiene 900 cartas numeradas del 100 al 999.
Dos cartas cualesquiera tienen ntimeros diferentes. Francisco toma algunas
cartas y saca la suma de los digitos de cada una. ;Cuantas cartas debe
tomar para asegurarse de tener tres cartas cuya suma sea igual?
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Problema 62. Sea f : Ny — Ny la funcién definida por f(n) = § si n
es par, y por f(n) = ”T_l si n es impar, para todos los niimeros naturales
n. Para el entero positivo k, f¥(n) denota la expresion f(f(...f(n)...)),
donde el simbolo f aparece k veces. Entonces el niimero de soluciones de

la ecuacién f23(n) =1 es:

Problema 63. Sea f : R — R la funcién definida por las siguientes propie-
dades: f es periddica de periodo 5 y la restriccién de f al intervalo [—2, 3]
es ¥ — f(x) = 2% ;Cuénto vale f(2013)?

Problema 64. ;Cuantas soluciones (z, y), donde z e y son nimeros reales,
tiene la ecuacién x? + y* = |z| + |y|?

Problema 65. Hay algunas rectas dibujadas en el plano. La recta a in-
tercecta exactamente a tres rectas y la recta b intercecta exactamente a 4
rectas. La recta c intercecta exactamente n rectas, con n # 3, 4. Determine
el nimero de rectas dibujadas en el plano.

Problema 66. ;Cuantos pares (x,y) de enteros con x < y existen de
manera que su producto sea 5 veces la suma de ambos?

Problema 67. Una secuencia comienza como 1, —1, —1, 1, —1. Después del
quinto término, cada término es igual al producto de los dos términos ante-
riores. Por ejemplo, el sexto término es igual al producto del cuarto término
y el quinto término. ;Cudl es la suma de los primeros 2013 términos?

Problema 68. Cuatro vehiculos entran a una

rotonda al mismo tiempo, cada uno de ellos \:\N’
desde una direccién diferente. Cada uno de los ‘/\ PO
vehiculos maneja por menos de una vuelta por ,/ \\
la rotonda, y no hay ninguna pareja de carros \ !
que salgan por la misma direccién. ;Cuéantas \\ ///
maneras diferentes hay para que los vehiculos ,M\

salgan de la rotonda?
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Problema 69. A la rotonda de la figura,
entran cinco autos al mismo tiempo, ca-
da uno por una pista diferente. Cada auto
maneja menos de una vuelta por ella y
ningun auto sale de la rotonda por la mis-
ma direcciéon que otro. jCuantas diferen-
tes combinaciones hay para que los autos
salgan de la rotonda?

Problema 70. Un tipo de entero positivo N es mas pequeno que la suma
de sus tres divisores mas grandes (evidentemente, se excluye el mismo
nidmero N). ;Cudl de las siguientes afirmaciones es verdadera?

(A) Ese tipo de ntimeros son divisibles por 4.

(B) Ese tipo de numeros son divisibles por 5.

(C) Ese tipo de nimeros son divisibles por 6.

(D) Ese tipo de ntimeros son divisibles por 7.

(E) No existe ese tipo de ntimeros.

Problema 71. A partir de una lista de tres nimeros, el procedimiento
“cambiasuma” crea una nueva lista mediante la sustitucién de cada niimero
por la suma de los otros dos. Por ejemplo, de la lista 3, 4, 6 el “cambiasuma”
da 10, 9, 7 y de esta nueva lista el “cambiasuma” da como resultado la
lista 16, 17, 19. Si empezamos con la lista 1, 2, 3, ; Cuantos “cambiasuma”
consecutivos son requeridos para obtener el nimero 2013 en una lista?

Problema 72. ; Cuantos tridangulos hay, cuyos vértices son escogidos de un
poligono regular de trece lados y el centro de la circunferencia circunscrita
al poligono quede dentro del tridngulo?

Problema 73. Un vehiculo partié del punto A y anduvo por un camino
recto a una velocidad de 50km /h. Luego, a cada hora siguiente un nuevo
vehiculo parte del punto A a una velocidad 1km/h més réapida que el an-
terior. El ultimo vehiculo (a una velocidad de 100km/h) partié 50 horas
después del primero. ;Cudl es la velocidad del vehiculo que va primero en
la caravana 100 horas después de que partio el primero?
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Problema 74. Un jardinero quiere plantar veinte arboles (alerces y robles)
en una avenida del parque. Sabiendo que entre dos alerces no pueden haber
tres arboles. ;Cudl es el mayor nimero de alerces que puede plantar el
jardinero?

Problema 75. Ivdn caminaba por la calle cuando vio un tractor que tiraba
de una tuberia. Decidiendo medir su longitud Ivan caminé al lado de la
tuberia contra el movimiento del tractor y conté 20 pasos. Luego caminé en
la misma direcciéon que el tractor y conté 140 pasos. Sabiendo que sus
pasos miden un metro, Ivan fue capaz de conocer la medida de la tuberia.
., Cuanto mide?

Problema 76. ;Cual de los siguientes niimeros es el mas grande?

(A) 2013 (B) 20+13 (C) 2013 (D) 201°
(E) 20-13
. E
Problema 77. Los lados del octagono re- G D

gular de la figura miden 10. ;Cudl es el
radio de la circunferencia inscrita en el
octagono regular que muestra la figura?

A B
Problema 78. Un prisma tiene 2013 caras. ;Cuantas aristas tiene el pris-
ma?

Problema 79. La raiz ctibica de 3% es igual a:

Problema 80. El ano 2013 tiene la propiedad de ser un ntimero formado
por los digitos consecutivos 0, 1, 2 y 3. ;Cudntos anos han pasado desde
la ultima vez que un ano ha sido formado por 4 digitos consecutivos?



16 CAPITULO 1. ENUNCIADOS DE LOS PROBLEMAS

Problema 81. Sea f una funcién lineal para la cual f(2013) — f(2001) =
100. ;{Cuénto es f(2031) — f(2013)7

Problema 82. Seis stiper héroes capturan a veinte villanos. El primer
super héroe captura un villano, el segundo captura dos villanos y el tercero
captura tres. El cuarto siper héroe captura mas villanos que cualquiera
de los otros cinco héroes. ;Cudl es el minimo de villanos que pudo haber
capturado el cuarto héroe?

Problema 83. Cuando cierta sustancia se derrite, su volumen se incre-
menta en % .En cudnto decrece su volumen cuando vuelve a solidificarse?

n
Problema 84. ; Cuantos enteros positivos existen de manera tal que 3 y

3n sean enteros positivos de tres digitos?

D C
Problema 85. En la figura ABCD es un
cuadrado, M es el punto medio de AD y
MN es perpendicular a AC'. ;Cudl es la M4,
razon entre el area del triangulo MNC'y -
el drea del cuadrado original?. AN
A,’ B

Problema 86. El abuelo Anacleto ha escrito los ntimeros del 1 al 120 en 15
filas, como se muestra en el diagrama. ;Cuédl de las columnas (de izquierda
a derecha) tiene la mayor suma?

1
2 3

4 o 6

106 107 108 ... 120
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Problema 87. En veintidés cartas han sido escritos niimeros enteros po-
sitivos desde el uno al veintidds. Con estas cartas se han hecho once frac-
ciones. ;Cudl es la maxima cantidad de dichas fracciones que pueden dar
resultados enteros?

Problema 88. La figura siguiente
muestra un triangulo rectangulo de
lados a, b y c. ;jCudl es el radio del
semicirculo inscrito?

Problema 89. Andrés y Daniel recientemente tomaron parte en una ma-
ratén. Después de terminar, se dieron cuenta que Andrés termind antes
que el doble de personas que terminaron antes que Daniel, y que Daniel
terminé antes que 1,5 de los corredores que terminaron antes que Andrés.
Si Andrés finalizé en el vigésimo primer lugar. ; Cuantos corredores com-
pitieron en la maratén?

Problema 90. Julian ha escrito un algoritmo con el fin de crear una se-
cuencia de ntimeros como

ar=1, amipn=0ap+a,+n-m

donde m y n son numeros naturales. Encuentre el valor de asgi3.

C N

Problema 91. El reloj del dibujo es GO 11 12 1 2
rectangular, cada manecilla se mueve T
a una velocidad constante, como un 94 12em I
reloj normal (circular). Si la distancia m

entre los nimeros 8 y 10 es de 12 cm. o
Calcular la distancia entre 1 y 2. 8 7 6 5 4
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Problema 92. Todos los boletos para la primera fila de una funcién de cine
estan vendidos. Las sillas estan numeradas consecutivamente comenzando
desde el 1. Pero al cine llegaron dos personas mas con entradas falsificadas
para sillas numeradas consecutivamente. La suma de los nimeros de los
boletos recaudadas es igual a 857. ;Cuales son los posibles ntimeros de los
boletos falsificados?

Problema 93. Un pedazo de papel rectangular ABC'D que mide 4cm X
16cm se dobla sobre la recta M N de tal forma que el vértice C' coincida con

el vértice A, como se muestra en la figura. ;Cual es el area del pentagono
ABNMF?

Problema 94. Después de una leccién de Algebra, lo siguiente quedd en
la pizarra: el grafico de la funcién y = 2 y 2013 rectas paralelas a la recta
y = x que cortan al ejey en 1,2,...,2013, cada una de las cuales intersecta
al grafico en dos puntos generando 4026 puntos. Calcular la suma de las
ordenadas de estos puntos de interseccion de las rectas y la parabola.

Problema 95. El abuelo Anacleto matematico jubilado y aventurero suma
los primeros n enteros positivos (consecutivos) hasta obtener un nimero
de 3 digitos donde todos los digitos son iguales. ; Cuantos niimeros sumé el
abuelo?.
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Problema 96. Los nameros 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, y 10 estan escritos
alrededor de un circulo en orden arbitrario. Sumamos todos los niimeros
con sus vecinos, obteniendo diez sumas. ;Cual es el maximo valor posible
para la mas pequena de estas sumas?

Problema 97. ; Cuantos enteros positivos son multiplos de 2013 y tienen
exactamente 2013 divisores (incluyendo a 1 y al mismo ntimero)?

Problema 98. Juan elige un entero positivo de 5 cifras y borra uno de sus
digitos para convertirlo en un nimero de 4 cifras. La suma de este nimero
de 4 cifras con el nimero de 5 cifras es 52713. ;Cual es la suma de los
digitos del niimero original de 5 cifras?

Problema 99. En una isla solo habian dos tipos de personas, los caba-
lleros (que siempre dicen la verdad) y los bribones (que siempre mienten).
Conoci dos hombres que vivian alli y le pregunté al mas alto si ambos eran
caballeros. El respondié, pero no pude darme cuenta de que era cada uno,
asi que le pregunté al hombre mas bajo si el mas alto era caballero. Me
respondio, y después de eso supe que tipo era cada uno. jEran caballeros
o bribones?

(A) Ambos eran caballeros.

(B) Ambos eran mentirosos.
(C) El mas alto era caballero y el méas bajo era mentiroso.
(D) El mas alto era mentiroso y el mds bajo era caballero.
(E)

E) No se da suficiente informacion.

Problema 100. Un cubo esta ubicado en el espacio de manera tal que
tres de sus vértices (no todos sobre la misma cara) son P(3,4, 1), Q(5,2,9)
vy R(1,6,5). Encuentra el centro del cubo.
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Problema 1. Camilo y una amiga estan ju-
gando al “Combate Naval” en un tablero de
5 x 5. Camilo ya ha ubicado 2 barcos, como se
muestra en la figura. Todavia tiene que colocar
un barco de 3 x 1 para que cubra exactamente
tres celdas. Sabiendo que dos barcos no pueden
tener un punto en comun. ;Cuantas posiciones
hay para su barco de 3 x 17

(A3, A4, A5); (B3, B4, B5); (A4, B4,C4)

2

Soluciones

Dado que dos barcos no pueden tener un punto
B . en comun, entonces descartamos todas las casi-
llas que estan alrededor de cualquier barco, las
casillas que no se utilizaran seran sombreadas
para descartarlas. Por lo tanto podemos ubicar
los barcos en los siguientes trios de casillas:

: (A5, B5,C5);

(B4,C4, D4); (B5,C5,D5); (C4, D4; E4) y (C5, D5, Eb)

Asi, Camilo tiene 8 posibles posiciones para colocar su barco de 3 x 1.
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Problema 2. En la imagen, el triangulo
grande es equildtero y tiene drea 9 em?. Las
rectas son paralelas a los lados y dividen ca-

da lado en 3 partes iguales. ;Cual es el area
de la parte sombreada? / \

Al trazar los segmentos punteados en la
figura, se puede notar que los 9 triangu-
los generados son equilateros e iguales
(congruentes).

Sus alturas son iguales, dado que estan
entre rectas paralelas que se encuentran

a igual distancia (pues dividimos los la-
dos en tres partes iguales).

Ademas, sus bases son iguales, por la
misma razon anterior.

Luego los nueve triangulos tienen la misma area. Finalmente conside-
rando que son 6 los triangulos que forman la parte sombreada, entonces el
drea de esta es 6 cm?

Problema 3. Roberto quiere decirle a Karina un nimero, en el cual el
producto de sus digitos es igual a 24. ;Cual es la suma de los digitos del
nimero mas pequeno que Roberto puede decirle a Karina?

Solucion

Para determinar el nimero de Roberto que cumpla con la condicién de
que la suma de sus digitos sea la mas pequena, debemos hallar todos los
numeros que tienen por producto de sus digitos el nimero 24 y elegir el
menor. Para ello determinaremos todos los divisores de 24 de un digito.

D (24) = {1,2,3,4,6,8}, notemos que existen muchas combinaciones de
4 digitos {2223,2232,1831.. .}, también existen muchas combinaciones de
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3 digitos {423, 324,831 ...}, pero como debemos elegir la combinacién que
forme el nimero mas pequeno, solamente estudiaremos las combinaciones
de 2 digitos. Por otra parte, el nimero 1 no modifica el producto, solo
aumenta la suma de los digitos por lo que lo descartaremos.

Las combinaciones posibles de dos digitos que no contienen unos son.
= Con 3y 8&: 38, 83
= Con 4y 6: 46, 64

Luego, el menor nimero es 38 y la suma de sus digitos es 3 +8 = 11.

Problema 4. Laura, [van, Valeria y Cata quieren estar juntos en una foto.
Cata y Laura son las mejores amigas y quieren estar juntas. Ivan quiere
estar junto a Laura porque le gusta. ;De cuantas formas pueden acomo-
darse para la foto?

Como Cata y Laura quieren estar juntas e Ivan quiere estar junto a
Laura, entonces las unicas dos posibles posiciones para ellos tres son:

CLI ILC

Por lo tanto en cada una de las posiciones Valeria puede ubicarse o a la
izquierda o a la derecha. Luego las posibles posiciones son:

CLI -V V —-CLI ILC -V V —ILC

En total hay 4 formas de acomodarse para la foto.

Problema 5. En el colegio de animales hay 3 gatos, 4 patos, 2 gansos y
varios corderos tomando clases. El profesor butho conté las patas de todos
sus alumnos en su clase y obtuvo 44 patas. ;Cuantos corderos hay en la
clase?
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Solucion

Como cada gato tiene 4 patas entonces en 3 gatos contaremos 3-4 = 12
patas. Como cada pato tiene 2 patas entonces en 4 patos contaremos
4 -2 = 8 patas. Como cada ganso tiene 2 patas entonces en 2 ganso conta-
remos 2 - 2 = 4 patas.

es decir, en total tenemos 124 8+4 = 24 patas, luego deberiamos contar
20 patas de cordero para llegar a las 44 patas que conté el profesor biiho,

y como cada cordero tiene 4 patas, entonces hay 5 corderos en clases pues
5.4 =20.

Problema 6. Un globo lleno de Helio puede alzar una canasta que contiene
cosas que pesan a lo mas 80 kilos. Dos globos llenos de Helio pueden alzar
la misma canasta que contiene cosas que pesan a lo mas 180 kilos. ; Cuanto
pesa la canasta?

Solucion

Notemos que:

1 globo soporta el peso de: 1 canasta + 80 kilos de contenido (*)
2 globos soportan el peso de : 1 canasta + 180 kilos de contenido (**)

Podemos deducir en (*) que 2 globos también pueden soportar 2 canas-
tas con 160 kilos de contenido distribuido entre ambas. Luego por (**) una
canasta debe pesar 20 kilos.

Problema 7. Los nietos, nietas, bisnietos y bisnietas del abuelo Anacleto
juegan a la ronda, en total 40 ninos y 28 ninas forman un circulo, tomados
de la mano. Exactamente 18 ninos dan su mano izquierda para una de las
ninas. ;Cuantos ninos dan su mano derecha a una chica?
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[ J
< H, M Pensemos en un arreglo posible
para dicha ronda, como se mues-
o 2 tra en el dibujo los primeros 36
¢ nietos son ubicados en pareja, es
decir, 18 ninas y 18 ninos donde
.Hzo ° el nino H; da su mano izquier-
° da a la nina M, el nino Hy da
H o su mano izquierda a la nina My
18 y asi sucesivamente hasta que el
.M28 M nino Hig da su mano izquierda a

® M19 ° la nina Mlg.
@ ) PY

Ahora para evitar que un nino vuelva a dar su mano izquierda a una
nina ubicaremos las 10 ninas restantes inmediatamente después de la nina
Mg, hasta ubicar a la ultima nina, Msg. Por ultimo, ubicamos los ninos
restantes tal que el nino Hy9 dé su mano derecha a la nina Mg y su mano

izquierda al nino Hyy, hasta que el nino Hyy de su mano izquierda al nino
H;.

De este modo, de los 18 ninos ubicados en las 18 primeras parejas, solo
17 dan su mano derecha a una nina (pues H; da su mano derecha Hyg).
Por otra parte el nino Hig también da su mano derecha a la nina Mog.
Finalmente solo 18 ninos dan la mano derecha a una nina.

Problema 8. Escribe todas las secuencias de niimeros enteros consecuti-
vos que contengan al nimero 7, de forma tal que la razén entre nimeros

impares y ntimeros pares sea =.

3
Solucion

Notemos que una razon es la comparacién de dos cantidades, por ejem-
plo si en tu curso hay 16 ninos y 20 ninas, la razén entre los ninos y las
16 4

ninas es g5 o bien =

Dado que la razén entre nimeros impares y pares es:

numeros impares 2

ndmeros pares 3
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Por cada cinco enteros consecutivos que contengan al ntimero 7 debe
haber 2 niimeros impares y 3 nimeros pares. Como el nimero 7 es impar,
y queremos tener dos impares, debemos tener en la secuencia un impar
més (el 50 el 9).

Observemos adema&s que en una secuencia de nimeros consecutivos la
diferencia entre la cantidad de nimeros impares y pares es a lo mas 1
(cuando hay dos pares en los extremos de la secuencia o dos impares en los
extremos de la secuencia), por lo tanto es imposible tener otras cantidades
que cumplan con la razon, por ejemplo no se pueden tener en una lista de
nimeros consecutivos cuatro impares y dos pares.

Luego se tiene que las unicas secuencias posibles son los conjuntos
{4,5,6,7,8} y {6,7,8,9,10}.

Problema 9. Miguel pensé en un niimero positivo, lo multiplicé por si mis-
mo, le sumoé 1, multiplicé el resultado por 10, le sumo 3, luego multiplico el
resultado por 4 y después le sumé 1. Su ultimo resultado fue 2013. ;En
qué ntmero pensé Miguel?

Sabemos que:

= Miguel pensé en un numero positivo, lo multiplicé por si mismo, le
sumo 1, multiplicé el resultado por 10, le sumé 3, luego multiplicé el
resultado por 4. Su ultimo resultado fue 2012.

= Miguel pensé en un numero positivo, lo multiplicé por si mismo, le
sumo 1, multiplico el resultado por 10, le sumé 3. Su dltimo resultado
fue 503.

= Miguel pensé en un numero positivo, lo multiplicé por si mismo, le
sumo 1, multiplico el resultado por 10. Su ultimo resultado fue 500.

= Miguel pensé en un numero positivo, lo multiplicé por si mismo, le
sumoé 1. Su ultimo resultado fue 50.

= Miguel pensd en un niimero positivo, lo multiplicé por si mismo. Su
resultado fue 49.
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Luego el nimero que pensé Miguel es 7.

De otro modo podemos organizar la informacién en la siguiente tabla:

Enunciado Resultado
Lo multiplicé por si mismo n-n
Le sumo 1 n-n+1
Multiplicé el resultado por 10 10-(n-n+1)
Le sumé 3 10-(n-n+1)+3
Multiplicé el resultado por 4 4-[10-(n-n+1)+ 3]
Le sumé 1 4-110-(n-n+1)+3]+1
Ultimo Resultado 4-10- (n-n+1)+3]+1
Ultimo resultado fue 2013 | 4-[10- (n-n+ 1)+ 3] +1 = 2013

Resolvamos esta ultima ecuacion:
4-[10-(n-n+1)+3]+1=2013 /-1
1
4-[10-(n-n+1)+ 3] =2012 /Z

10-(n-n+1)+3=503 /-3

1
10+ (n-n+1)=500 /-

n-n+1=50 /-1
n-n =49
n==1

Luego, un nimero que multiplicado por si mismo dé 49, se puede inferir

que el nimero buscado es n = 7. Por lo tanto Miguel pens6 en el ntimero
7.

Problema 10. Las masas de sal y agua en el mar de Pitdgoras estan en la
razon 7 : 193. ; Cuantos kilogramos de sal hay en 1000 kilogramos de agua
de mar?

Solucion

Consideremos lo siguiente, dada la razén entre las masas de sal y agua,
se tiene que por cada 7 kilos de sal hay 193 kilos de agua y en total 74193 =
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200 kilos de agua de mar. En consecuencia por cada 200 kilos de agua de
mar, hay 7 kilos son de sal.

Luego, como 1000 = 200 - 5, habra 7 -5 = 35 kilos de sal.

Otra forma de abordar el problema es considerando la siguiente propor-
cion.
7 kilos de sal

200 1000
7-1000

200
Por lo tanto en 1000 kilogramos de agua de mar habran 35 kilos de sal.

kilos de sal =

Problema 11. Un saco contiene bolitas de cinco colores diferentes. Dos
son rojas, tres son azules, diez son blancas, cuatro son verdes y tres son
negras. ;Cual es el nimero mas pequeno de bolitas que se deberia sacar
del saco para asegurarse de sacar al menos dos bolitas del mismo color?

Como tenemos bolitas de 5 colores distintos, lo peor que puede ocurrir
al sacar 5 es que todas salgan de distinto color (azul, blanca, verde, negra
y roja), por lo que debemos sacar 6 bolitas, de este modo nos aseguramos
que se repita una. Por lo tanto para poder estar seguro de tener 2 bolitas
de un mismo color es necesario sacar 6 bolitas.

1111 3333 6666
= 11, encontrar el valor de +
101 101~ 303

Problema 12. Sabiendo que

Solucion

Al reescribir 3333, se tiene que:
3333 3-1111 1111
101 101 J 101 J 33
6666

Por otra parte, al reescribir 5 se tiene que:

6666 6111 6 11,
303 ~ 3-101 3 101
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3333 n 6666
101 303

equivale a sumar 33 + 22 = 55.

Problema 13. Anita tiene una
hoja cuadrada cuadriculada co-

mo la que se muestra en la figura.
A partir de dicha hoja ella recor-
ta figuras por las lineas del cua-
driculado como la que se mues-
tra en la imagen de la derecha.
Después de realizar los recortes,

,cudl es la minima cantidad po-
sible de cuadraditos restantes?

En un cuadriculado de 4 x 4 (16 cuadrados),
a lo mas podrian encajar 4 piezas pequenas
compuestas de 4 cuadrados (cuatriminos).

Observemos que si intentamos cubrir una de
las esquinas del cuadrado mayor, por ejemplo
la esquina superior izquierda (con la pieza gris
clara), es imposible poder cubrir la esquina in-
ferior izquierda con otra pieza de la forma pedi-
da. Por lo tanto, no caben 4 piezas, por lo que
deberiamos intentar con 3 piezas, de este modo
obtenemos un armado como el que muestra la
figura (este caso no es dnico).

Finalmente, la cantidad de cuadrados restantes (sin utilizar) son 4.

Problema 14. La Sra. Margarita compro cuatro choclos para cada miem-
bro de su familia de cuatro personas. En la tienda recibio el descuento que
le ofrecia la tienda. Oferta de choclos: 1 choclo 200 pesos. Cada 5 choclos
el sexto es gratis ; Cuanto tanto pago?
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Como son 4 choclos para cada uno de los 4 miembros de la familia,
necesita 4 - 4 = 16 choclos. Como por cada 5 choclos le dan un sexto
choclo, si compra 10 le dan 2 de regalo, luego tendra 10 + 2 = 12 choclos,
asi comprando 4 choclos mas se llega a los 16 choclos requeridos, por lo
tanto debe pagar 14 choclos (14 - 200 = $2800).

Problema 15. Alex enciende una vela cada diez minutos. Cada vela en-
cendida tiene una duracién de cuarenta minutos. ;Cuantas velas estan
encendidas después de cincuenta y cinco minutos a partir del momento en
que Alex enciende la primera vela?

Como una vela dura 40 minutos, y se enciende una cada 10 minutos,
podemos realizar el siguiente analisis

» Al comenzar tenemos una vela encendida (minuto 0).

= Al minuto 10 encendemos la segunda vela (a la primera vela le quedan
30 minutos).

= Al minuto 20 encendemos la tercera vela (a la primera vela le quedan
20 minutos).

= Al minuto 30 encendemos la cuarta vela (a la primera vela le quedan
10 minutos).

= Al minuto 40 encendemos la quinta vela (la primera vela se apaga).

Desde este momento siempre habra 4 velas encendidas, pues en el minuto
50 encendemos la sexta vela, pero se habra apagado la primera y la segunda.

Finalmente en el minuto 55 estaran encendidas 4 velas.

Problema 16. El niimero promedio de hijos en cinco familias no puede
ser:

(A) 0,2 (B) 1,2 (C) 2,2 (D) 2,4 (E) 2,5
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El promedio de ninos en 5 familias equivale a la suma de todos los ninos
de las 5 familias dividida en el total de familias (5). Debe suceder que
el total de ninos no sea un nimero decimal, pues no se puede tener, por
ejemplo, 1,4 ninos o 2,9 ninos en total. Sea a;, el nimero de ninos en la
familia 1, a9, el nimero de ninos en la familia 2, ..., as, el nimero de ninos
en la familia 5.

a1+a2+a3+a4—l—a5

P dio =
romedio :

por lo tanto, el total de ninos es 5 veces el promedio.

a1 + as + ag + a4 + a5 = 5 - Promedio

Para el Promedio = 0, 2 se tiene que la cantidad de ninos es 5-0,2 =1

Para el Promedio = 1, 2 se tiene que la cantidad de ninoses 5-1,2 =6

Para el Promedio = 2, 2 se tiene que la cantidad de ninos es 5-2,2 = 11

Para el Promedio = 2, 4 se tiene que la cantidad de ninos es 5-2,4 = 12

Para el Promedio = 2, 5 se tiene que la cantidad de ninos es 52,5 =
12,5

Luego no es posible tener 12,5 ninos en total, este promedio no puede ser
2,5.

Problema 17. Juan ha construido un edificio de cubos sobre una rejilla
de 4 x 4. La imagen muestra el nimero de cubos que esta sobre cada celda
de la rejilla. Cuando Juan la mira desde atras, jcudl de estas imédgenes ve?
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a B

4 \ AN

Solucion

Notemos que al mirarlo desde la vista trasera cambiara nuestra orienta-
cion, lo que desde el frente esta a la derecha, en la vista trasera estara a la
izquierda. Es decir, mirado desde atras veremos desde izquierda a derecha
2, luego 3, luego 3 y luego 4. Notemos que en la tercera columna al mirar
desde la vista trasera veremos primero dos cubos, pero atras de ellos hay
3 cubos, por lo que la torre que se ve tiene altura 3. Luego la vista trasera
del edificio serd la vista (C).

Problema 18. Marcos y Luisa estan parados en lados opuestos de una

fuente circular. Empiezan a correr en el sentido de las agujas del reloj

alrededor de la fuente. La rapidez de Marcos es % la rapidez de Luisa.

.Cuantas vueltas ha dado Luisa antes de que Marcos la alcance por primera
vez?

Solucion

Como la velocidad de Marcos es % mas que la velocidad de Luisa, cuando

Luisa ha dado 8 vueltas, Marcos ha dado 9 vueltas, ya que en cada vuelta

Marcos avanza % mas.
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Cuando Luisa da su primera vuelta, Marcos ya la ha dado y ha avanzado
% mas que Luisa. Luego al dar Luisa su segunda vuelta, Marcos ya la ha
dado y ha avanzado é mas, esto quiere decir que Marcos desde el inicio
hasta la segunda vuelta ya ha avanzado % mas que Luisa. Sin pérdida de
la generalidad, se puede notar que en la tercera vuelta de Luisa, Marcos
ha dado su vuelta y ha avanzado % mas que Luisa. A la cuarta vuelta de
Luisa, Marcos ha dado su vuelta y ha avanzado % mas desde su punto de

1

. 4 .
partida, pero g equivale a 5.

Esto nos indica que cuando Luisa cumple su cuarta vuelta, Marcos
esta frente a su punto de partida, donde se encuentra Luisa, por lo tanto
Marcos se encuentra con Luisa en la cuarta vuelta. Las siguientes imagenes
detallan el proceso.

LUISA MARCOS

o) X (o) o

X

X

Inicio Primera vuelta Segunda vuelta

Tercera vuelta Cuarta vuelta

Problema 19. Los enteros positivos x, y, z satisfacen que z -y = 14
y-z=10y que z -x = 35 ;Cudl es el valor de x + y + 27

Solucion

Debemos encontrar x, y y 2z, talesque z-y =14, y-2 =10y z -z = 35.
Para ello comenzaremos por la primera condicion.
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= Como z -y = 14, entonces x e y son divisores de 14, por lo tanto tanto
x e y pueden tomar los valores siguientes: 1, 2, 7, 14.

= Como y - z = 10, entonces y y z son divisores de 10, por lo tanto y y
z pueden tomar los valores siguientes: 1, 2, 5, 10.

= Como z - x = 35, entonces z y x son divisores de 35, por lo tanto z y
x pueden tomar los valores siguientes: 1, 5, 7, 35.

Si consideramos la primera y la segunda condicion, el valor que se repite
entre las soluciones para y es 2 , por lo tanto elegimos y = 2. Si conside-
ramos la primera y la tercera condicion, el valor que se repite entre las
soluciones para x es 7, por lo tanto elegimos x = 7. Si consideramos la
segunda y tercera condicion, el valor que se repite entre las soluciones para
z es D, por lo tanto elegimos z = 5. Luego r +y+2=7+2+45 = 14.

Problema 20. En el diagrama,
a =55% B =40° y v =35° ;Cudl 5
es el valor de 67

Solucion

En el tridngulo FFBE el dngulo en
LFEFB es 105° por lo tanto el
angulo £ FFA es 75° y en conse-
cuencia el angulo LADF es 50°,
con lo que el dngulo LKCDF =6 =
130°.
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De otra manera, para calcular el angulo L FF'B se tiene que:

AEFB+y+ =180
LEFB + 35+ 40 = 180
LEFB =105

Es decir, se tiene que el angulo L EFA , es el suplemento del angulo
£LEFB, pues la suma de ambos es 180°. Por lo tanto, si el angulo L FF'B
mide 105°, entonces el angulo £ FF'A mide 75°.

Ya determinando el angulo L FF'A | podemos calcular el angulo L ADF'.
Al sumar a con en dngulo L FF'A y con el angulo LADF', su suma debe
dar 180° por ser angulos interiores de un triangulo. Luego

AEFA+a+ LADF =180
75+ 55+ LADF = 180
LADF = 50

Finalmente el angulo ¢ es el suplemento del angulo L ADF', pues la suma
de ambos es 180°. En conclusion, se tiene que

0+ LADF = 180
0 =180 — 50
0 =130

Problema 21. Vanessa escribié varios niimeros enteros consecutivos. ; Cual
de los siguientes no puede ser el porcentaje de niimeros impares que hay
en la lista de Vanessa?

(A)40%  (B)45%  (C)48%  (D)50%  (E)60%

Como los niimeros son consecutivos, solo hay tres posibilidades:
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1. Que se escriba una cantidad par de ntimeros, con lo cual habra igual
cantidad de pares que de impares (50 % cada uno). Luego 50 % es
posible.

2. Que se escriba una cantidad impar de ntmeros (2k + 1), k ntimeros
pares y k+ 1 niimeros impares en el caso de comenzar con un nimero
impar.

3. Que se escriba una cantidad impar de ntimeros (2k+1), k41 nimeros
pares y k nimeros impares en el caso de comenzar con un nimero par.

Entonces el problema se reduce a calcular el porcentaje que es k de
2k 4+ 1 o bien el porcentaje que es k + 1 de 2k + 1, es decir:
100k 100(k + 1)

gyl T/ oblen —mm= =k

Para cualquier valor de &k , 100k y 100(k + 1) es par, y como el denomi-
nador es impar, el resultado siempre es par con lo que se descarta el 45 %.

Otra forma de encontrar la solucién es probar de acuerdo a cada alter-
nativa.

Cuando nos dicen que el porcentaje de nimeros impares es 40 %, quiere
decir que 14—(% es el porcentaje de niimeros impares, ahora si simplificamos
esa expresion obtendremos que % es el porcentaje de nimeros impares, lo
que quiere decir que si consideramos 5 numeros consecutivos, es posible
verificar que hay 2 impares entre ellos. En efecto consideremos el caso en
donde el primer ntmero sea par, por ejemplo 2, 3, 4, 5, 6, en donde 3
y 5 son nuestros nimeros impares. Por lo tanto 2 niimeros impares de 5

nimeros consecutivos representa exactamente el 40 %.

Sucede lo mismo si el porcentaje de niimeros impares es el 60 %. Escrito
como razoén es %, por lo que basta considerar 5 enteros consecutivos, tales
que el primero de ellos sea impar y se obtendra la respuesta.

Verifiquemos si es posible contruir la lista con el 48 % de impares. En

efecto, si consideramos que la representacion de 48 % equivale a % = %,

entonces de 25 enteros consecutivos cualesquiera, 12 de ellos son impares.
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Por ejemplo, considere todos los nimeros desde el 2 hasta el 26, donde los
ndmeros impares seran 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 19, 21, 23, 25. En total 12.
Luego, este caso también es posible.

Consideremos la situacién cuando el porcentaje de nimeros impares es
el 50 % de los nimeros consecutivos. Basta considerar, por ejemplo, 10
enteros consecutivos, si o si 5 de ellos serdn pares y los restantes 5 seran
impares.

Verifiquemos que no es posible que dado una cantidad de nimeros con-
secutivos, el 45% de ellos sean impares. En efecto, se tiene que 45% =
fl—(i) = 2%. Lo que quiere decir que de 20 enteros consecutivos, 9 de ellos son
impares y los restantes 11 son pares. Si considera 20 enteros consecutivos
cualesquiera, el lector podra percatarse que siempre 10 seran impares y 10

seran pares.

Problema 22. Los lados del
rectangulo CDBA son paralelos
a los ejes coordenados. CDBA
esta debajo del eje X y a la de-
recha del eje Y, como se muestra
en la figura. Las coordenadas de
los cuatro puntos A, B, C'y D ] C D
son todas numeros enteros.

coordenada
Y5 cudl

Para cada uno de estos puntos calculamos el valor
coordenada x

de los cuatro puntos da el menor valor?.

Como se trata de encontrar el mini-

Yy
mo valor de una fracciéon sabemos
T ' P que para fracciones positivas, mien-
1y A B tras menor sea el numerador menor

serd la fraccion (con iguales deno-
minadores) y que mientras mayor
1ys c D sea el denominador menor sera la
fraccién (con iguales numeradores).
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Sin embargo estamos en el caso donde el numerador es negativo, enton-
ces sabemos que mientras menor sea el numerador menor serd la fraccion
(con iguales denominadores) y que mientras menor sea el denominador
menor serd la fraccién (con iguales numeradores).

De esta manera, debemos elegir el menor numerador entre y; e 45, por
lo que elegimos y,. Luego, los candidatos son C' y D, y ahora elegimos el
menor denominador entre x; y x9, es decir, x1, por lo que los candidatos

son Ay C.

Finalmente, C' es el punto que da el menor valor.

Problema 23. Todos los enteros positivos de cuatro cifras que tienen los
mismos digitos que el nimero 2013 estan escritos en la pizarra en orden
creciente. ;Cudl es la diferencia numérica mas grande que hay entre dos
nimeros vecinos en la pizarra?

Solucion

Determinemos, en orden creciente, todos los nimeros de cuatro cifras
que podemos formar con los digitos de 2013.

1023, 1032, 1203, 1230, 1302, 1320
2013, 2031, 2103, 2130, 2301, 2310
3012, 3021, 3102, 3120, 3201, 3210

Notemos que al pasar de 1320 a 2013 y de 2310 a 3012 se producen las
mayores diferencias. Luego para el primer caso, 1320 y 2013, la diferencia
entre ellos es 693. Para el segundo caso, 2310 y 3012, la diferencia entre
ellos es 702. Luego la mayor diferencia es entre 2310 y 3012.

Problema 24. En la rejilla de 6 X 8 que se A //
muestra, 24 de las celdas no son intercep- \\ P

~N
tadas por una de las diagonales. Cuando @
se dibujan las diagonales de una rejilla de ) L
6 x 10, ;Cuantas celdas no son intercepta- L N
das por las diagonales? 7 N
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Notemos que al trazar la diagonal de una cudricula de n X m esta debe
cortar un cuadrado de cada filas (n cuadrados por fila) y un cuadrado
de cada columna (m cuadrados por columna). La diagonal debe cruzar
n+m — 1 cuadrados, restamos 1 pues estamos contando el vértice superior
dos veces.

En nuestro caso, la diagonal cortaria 8 +6 — 1 = 13 cuadrados, pero por
tener una cantidad par de columnas y de filas, la diagonal cruzara por el
vértice comun de los cuatro cuadrados centrales por lo que no cortara al
cuadrado adyacente, por lo que (restamos nuevamente 1, luego cortard 12
cuadrados en lugar de 13).

Lo mismo ocurrird en un rectangulo de 6 x 10, es decir, la diagonal
cortard 64+10—1—1 = 14 cuadraditos. Como trazamos las dos diagonales se
cortaran 28 cuadraditos. Como la cuadricula de 6 x 10 tiene 60 cuadraditos,
no se cortaran 32 de ellos.

Problema 25. Sea S el nimero de cuadrados entre los enteros 1 y 2013°.
Sea () el nimero de cubos entre los mismos ntimeros. ;Cudl de las siguientes
alternativas es verdadera?:

(A)S=Q (B)2S=3Q (C)3S=2Q
(D) S =2013Q (E) SSS = QQ

El nimero de cuadrados entre 1y 2013% = (20133)2 es claramente 20133,
es decir, S = 20133.

El ndmero de cubos entre 1 y 2013% = (20132)3 es claramente 20132, es
decir, Q = 20132

Por lo tanto, como 20133 = 2013 - 20132, entonces S = 2013 - Q.

Problema 26. Andrés, Beatriz, Kathy, Daniela y Eduardo nacieron el
20/02/2001, 12/03/2000, 20/03/2001, 12/04/2000 y 23/04/2001 (dia, mes,
ano). Andrés y Eduardo nacieron el mismo mes. Ademds, Beatriz y Kathy
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nacieron el mismo mes. Andrés y Kathy nacieron el mismo dia de meses
diferentes. Ademas Daniela y Eduardo nacieron el mismo dia pero en meses
distintos ;Cudl de los ninos es el mas joven?

Solucion

Sabemos por el enunciado que:

= Andrés y Eduardo nacieron en el mismo mes. Asi también Beatriz y
Katherine nacieron en el mismo mes. Por lo tanto Daniela fue quien
naci6 en un mes que no se repite (20/02/2001).

= Andrés y Katherine nacieron en el mismo dia pero en meses distintos.
Asi también Daniela y Eduardo nacieron el mismo dia pero en meses
distintos. Por lo tanto Beatriz nacié un dia diferente al de los restantes

(23/04/2001).

= Por otra parte, como Daniela y Eduardo nacieron el mismo dia pero
en meses distintos, como Daniela nacié un dia 20, entonces Eduardo
nacié también un dia 20, por lo tanto Eduardo nacié el 20/03/2001.

= Ahora como Andrés y Eduardo nacieron en el mismo mes, Andrés
nacié el 12/03/2000. Finalmente se tiene que Katherine nacié en la
fecha restante, vale decir que Katherine nacié el 12/04/2000.

Ordenando la informacion se tiene que: Andrés nacié el 12/03 /2000, Be-
atriz nacio el 23/04/2001, Katherine nacié el 12/04/2000, Daniela nacié el
20/02/2001, Eduardo naci6 el 20/03/2001, luego, el mas joven de ellos es
Beatriz.

Problema 27. La figura muestra un
cuadrilatero sombreado ABCD dibu-
jado sobre un geoplano. Cada cel-
da del geoplano tiene un lado de

2cm. jCudl es el area del cuadrilatero
ABCD?
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Solucion

Completamos el rectangulo DIGF de 14 x 10 = 140u? y le quitamos
los cuatro triangulos y el cuadradito pequeno, de este modo obtendremos
el area de la region ABCD.

g L e : 2
i c e (0BGO) =0 <o
« (ADFC) = MTQ e
et 2.8
I ei- ___________________________ G u (ADEA) = T — 82

n» (OEITHA) =22 = 4u?
Luego el area del cuadrilatero sombreado ABC'D es:

140 — (6 + 24 4 14 + 8 + 4) = 84u”

Problema 28. Cada uno de los cuatro
vértices y seis aristas de un tetraedro D
estd marcado con uno de los diez ntime-
ros 1,2,3,4,5,6,7,8,9,11 (se omite el
10). Cada ntimero se usa una unica vez.
Por cada dos vértices del tetraedro, la
suma de estos niumeros en los vértices
es el numero de la arista que los conec-
ta. La arista AB estd marcada con un

9, ;Qué numero se usa para marcar la
arista C'D?

Solucion

Posibles aristas 1 2 3 4
Posibles vértices 1 2 3 4

7
7

o 6 8 9 11
5 6 8 9 11

Observemos que como las aristas son el resultado de la suma de dos
vértices, estas no pueden ser 1 ni 2. Ademas, en cada vértice concurren 3
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aristas, por lo que 11, 9, 8 no pueden etiquetar algun vértice, pues el 8 a lo
m4&s podré unirse con el 1 o con el 3 (formando solo dos aristas) , el 9 a lo
m4&s puede unirse con el 2 (formando solo una arista) y el once no genera
ninguna arista, por lo tanto 11,9, 8 son aristas.

Posibles aristas + 2 3 4 5 6 7 8 9 11
Posibles vértices 1 2 3 4 5 6 7 8 9 11

Como 1 y 2 son vértices, y dos vértices definen una arista, entonces
1+ 2 = 3 corresponde a una arista. Por otra parte 4 no puede ser arista
pues 4 = 1+ 3 y 3 es arista, entonces 4 es vértice. Si 4 es vértice, entonces
14+4=25,2+4 =6 resultan ser aristas.

Posibles aristas + 2 3 4 5 6 7 8 9 11
Posibles vértices 1 2 3 4 5 6 7 &8 9 H

Ademas el tetraedro tiene 4 vértices, luego el 7 etiqueta un vértice.

aristas: {3,5,6,8,9,10}
vértices: {1,2,4,7}

Ahora ubicamos los vértices en la fi-

gura, comenzando por 7y 2 que su-

man 9, luego como 4 y 1 son los vérti-

ces de la arista pedida, no importa

como los ubiquemos, siempre la aris- 2
ta sera 5.

7

Problema 29. Cinco enteros positivos consecutivos tienen la siguiente
propiedad: tres de ellos suman lo mismo que la suma de los otros dos.
. Cuantos grupos de niimeros enteros cumplen con esta propiedad?

Solucion

Seann—2, n—1,n,n+1, n+2 n > 3 los cinco enteros positivos,
con 3 de ellos haremos un grupo (una tripleta) y con el resto haremos otro
(una dupla), tal que la suma de la tripleta sea igual a la suma de la dupla.



43

Notemos que
n—2+n—-1+n+n+1+n+2 = dn

Como la suma total debe dividirse en dos grupos con igual suma, en-
tonces bn debe ser par, por lo que n es par, luego n = 2m, de este modo
los cinco enteros consecutivos tienen la forma 2m — 2, 2m —1, 2m, 2m +1,
2m+2 m > 1y lasuma total es 10m.

De modo que la suma de los ntimeros de la tripleta siempre sera de la
forma 6m -+ j y la suma de los nimeros de la dupla sera de la forma 4m+k,
tal que 7+ k =0, o sea k = —j. Luego como la suma de la tripleta debe
ser igual a la suma de la dupla se tiene que:

De modo que la suma de los ntimeros de la tripleta siempre sera de la
forma 6m -+ j y la suma de los nimeros de la dupla sera de la forma 4m+k,
tal que 7+ k =0, o sea k = —j. Luego como la suma de la tripleta debe
ser igual a la suma de la dupla se tiene que:

6m+j=4m —j
2m = 2

m =]

Concluimos entonces que m solamente puede ser 3 o 2. Finalmente, se
tiene que los conjuntos que cumplen la propiedad son:

{2,3,4,5,6} v {4,5,6,7,8}

De otro modo, podriamos haber tanteado los conjuntos, por ejemplo,
siendon —2,n — 1,n,n+ 1,n+ 2, n > 3 los cinco enteros positivos,
veremos primero si es posible que el mayor (n + 2) esté en una tripleta.
Para ello sumaremos el mayor con los dos menores en un grupo, y los dos
restantes en el otro grupo, tal que dichas sumas sean iguales, es decir:

n+2)+n—2)+(n—1)=n+(n+1)
n—1=2n+1

n=2
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Pero n > 3, luego el entero mas grande no puede estar en una tripleta.
Intentemos ahora construir tripletas que contengan al entero n+ 1 y no

contengan an+2, estassonn—1,n,n+1;n—2,n,n+1;n—2,n—1,n+1
y comparemos las sumas con las duplas:

m—1)+n+n+1)=mn-2)+(n+2)

3n =2n
n=2~0
Pero n > 3.
m—2)+n+n+1)=mn-1)+ (n+2)
n—1=2n+1
n=>22
Peron > 3.

mn—2)+(n—-1)4+n+1)=n+(n+2)
n—2=2n+2

n=4

Hemos encontrado un grupo que cumple esta propiedad {2,3,4,5,6}.
Por ultimo armemos la tripleta con los menores y la dupla con los mayores,
de este modo tenemos:

m—=2)+(n—1)4n=Mn+1)+ (n+2)
n—3=2n+3

n==~06

Hemos encontrado otro grupo que cumple esta propiedad {4, 5,6,7,8}.
Finalmente tenemos 2 tinicos grupos que cumplen la propiedad.

1
Problema 30. ;Cuantos decimales tiene el niimero ———— escrito en su
1024000

forma decimal?
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Solucion

Notemos que:

1 1
1024000 102% - 1000
~ 910103
10 veces

11 r 1 1 1

=33 30 0 10
10\Leices

=0,5-0,5-...-0,5-0,1-0,1-0,1
Si contamos los factores, todos con un decimal veremos que el niimero

1024000 tiene 13 decimales.

Observemos que siempre que multiplicamos 2 decimales el decimal re-
sultante tiene tantos decimales como la suma de los decimales de sus dos
factores, siempre que el producto no termine en cero, como es nuestro caso.

Por ejemplo:

= 0,3-0,12=0,036
0, 3 tiene 1 decimal, 0,12 tiene 2 decimales, luego 0,3 - 0,12 = 0,036
tiene 1 + 2 = 3 decimales.

m 0,14-0,5=0,070 =0,07
0, 14 tiene 2 decimales, 0,5 tiene 1 decimal, luego 0,14 - 0,5 = 0,07
tiene 2 decimales pues 14 - 5 termina en cero, pues por cada cero al
final del resultado es un decimal menos.

Problema 31. La imagen muestra cinco
triangulos isésceles con angulos superiores
de 24°, 48°, 72°, 96° y 120°, todos multi-
plos del angulo superior mas pequeno, y
todos los angulos tienen un valor ente-
ro. Si queremos aumentar la cantidad de
triangulos isésceles tanto como sea posi-
ble. ; Cuantos grados tiene el angulo supe-
rior mas pequeno para ese caso?
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Solucion

Notar que.

360 = 24 + 48 + 72 + 96 + 120
=2442-244+3-244+4-2445-24
—24.(14+24+3+4+5)

n(n+1)

—24. ,
2

n =15 (5 tridngulos)
=25-15

Como se trata de determinar la mayor cantidad posible de tridngulos
isésceles con angulos superiores todos multiplos del mas pequeno, debemos
encontrar el maximo n tal que:

360 = k - n(n+1)
2

720

= =+ 1)

Luego como n debe ser lo mas grande posible, k& debe ser lo mas pequeno
posible.

» k=1= 720 = n(n+1), pero no existe n € N que cumpla la condicion.
s k£ =2= 360 =n(n+1), pero no existe n € N que cumpla la condicién.
m k=3= 240 =n(n+ 1), luego n = 15, pues 15 - 16 = 240.

Por lo tanto a lo més tendremos 15 triangulos con angulo superior igual

a 3°,6°,9°,...,45° y para este caso el angulo superior mas pequeno es de
3°.

Problema 32. Romina hornea 6 pasteles de frambuesa uno después del
otro, numerandolos del uno al seis en orden. Mientras hace esto, sus hijos
a veces entran a la cocina y comen el pastel mas caliente. ;Cudl de las
siguientes combinaciones no puede ser el orden en que los ninos comen los
pasteles?

(A) 1,2,3,4,5,6 (B) 1,2,5,4,3,6 (C) 3,2,5,4,6, 1
(D) 4,5,6,2,3,1 (E) 6,5,4,3,2,1
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Analicemos cada uno de los casos:

= 1,2,3,4,5,6. Esta combinacién es posible. Se hornea y se saca del
horno el pastel 1 y los ninos entran y lo comen, se hornea y se saca
del horno el pastel 2 y los ninos entran y lo comen, se hornea y se
saca del horno el pastel 3 y los ninos entran y lo comen, se hornea y se
saca del horno el pastel 4 y los ninos entran y lo comen, se hornea y
se saca del horno el pastel 5 y los ninos entran y lo comen, se hornea
y se saca del horno el pastel 6 y los ninos entran y lo comen..

= 1,2,5,4,3,6. Esta combinaciéon es posible. Se hornea y se saca del
horno el pastel 1 y los ninos entran y lo comen, se hornea y se saca del
horno el pastel 2 y los ninos entran y lo comen, se hornea y se saca del
horno el pastel 3, se hornea y se saca del horno el pastel 4, se hornea y
se saca del horno el pastel 5 y los ninos entran y comen el mas caliente,
es decir, el ultimo que salié del horno, el pastel 5, mientras se hornea
el pastel 6 entran nuevamente y entre el pastel 3 y el pastel 4 comen
el mas caliente, el pastel 4, luego antes de que salga el pastel 6 del
horno entran nuevamente y comen el pastel 3, por ultimo se saca del
horno el pastel 6 los ninos entran y lo comen.

= 3,2,5,4,6,1. Esta combinaciéon es posible. Se hornea y se saca del
horno el pastel 1, se hornea y se saca del horno el pastel 2, se hornea
y se saca del horno el pastel 3 y los ninos entran y comen el mas
caliente, es decir, el ultimo que sali6 del horno, el pastel 3, mientras se
hornea el pastel 4 entran nuevamente y entre el pastel 1 y el pastel 2
comen el mas caliente, el pastel 2, luego se hornea y se saca del horno
el pastel 4, se hornea y se saca del horno el pastel 5, y los ninos entran
y comen el mas caliente, es decir, el ultimo que salié del horno, el
pastel 5, mientras se hornea el pastel 6 entran nuevamente y entre el
pastel 1 y el pastel 4 comen el mas caliente, el pastel 4, luego se saca
del horno el pastel 6 y entre el pastel 1 y el pastel 6 comen el mas
caliente, el pastel 6, por ultimo los ninos entran nuevamente y comen
el inico pastel que queda, el pastel 1.

= 4,5,6,2,3,1. Esta combinacion no es posible. Se hornea y se saca del
horno el pastel 1, se hornea y se saca del horno el pastel 2, se hornea
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y se saca del horno el pastel 3, se hornea y se saca del horno el pastel
4 y los ninos entran y comen el mas caliente, es decir, el iltimo que
salié del horno, el pastel 4, se hornea y se saca del horno el pastel 5
y los ninos entran y lo comen, se hornea y se saca del horno el pastel
6 y los ninos entran y lo comen, luego los ninos entran y comen el
pastel mas caliente, entre el pastel 1 el pastel 2 y el pastel 3, es decir,
el altimo de estos tres que salié del horno, el pastel 3, no el pastel 2
como dice la secuencia.

= 6,5,4,3,2,1. Esta combinacién es posible. Se hornea y se saca del
horno el pastel 1, se hornea y se saca del horno el pastel 2, se hornea
y se saca del horno el pastel 3, se hornea y se saca del horno el pastel
4, , se hornea y se saca del horno el pastel 5, se hornea y se saca del
horno el pastel 6, los ninos entran y comen el mas caliente, es decir, el
ultimo que salié del horno, el pastel 6, los ninos entran nuevamente y
comen el méas caliente de los 5 que queda, el pastel 5, luego el pastel
4, v el pastel 3, yel 2yel 1.

Problema 33. Ricardo tiene piezas
plasticas idénticas con la forma de un
pentagono regular. Las pega juntas
lado a lado para completar un circu-

lo, como se ve en la figura. ;Cuantas \
piezas tiene este circulo? \

Notemos que los angulos interiores de un pentagono regular suman:
180 - (5 — 2)° = 540°

540°
Por lo que cada angulo interior del pentagono regular mide - = 108°.
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Observemos que la figura formada por Ri-
cardo genera un poligono regular en el in-
terior con la medida del lado igual a la me-
dida del lado de las piezas. Como el angulo
a tiene medida a = 360° — 108° — 108° =
144° se tiene que en el poligono genera-
do cada angulo interior mide 144°. Por lo
tanto:

180 (n —2
144 — 80 - (n )
n
144n = 180n — 360
360 = 36m
n =10

Finalmente el circulo tiene 10 piezas.

De otro modo, notemos que si tra-
zamos los segmentos desde el cen-
tro O de la circunferencia tendre-
mos un triangulo isésceles cuyos
angulos basales mediran 72°, por lo
que el angulo central g = 180 —
72 — 72 = 36°. Como 360 = 36 - 10
habra 10 angulos centrales, por lo
que Ricardo unira 10 piezas.

Problema 34. Una alfombra circular se pone sobre un piso con baldosas
cuadradas. Todas las baldosas que tienen mas de un punto en comun con
la alfombra se pintan gris. ;Cual de las siguientes imagenes representa un
resultado no posible?
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(A) (B) (€) (D) (E)

Sin pérdida de generalidad supongamos que los cuadraditos tienen lado
1, por lo que la diagonal de un cuadradito mide v/2.

= La configuracién (A) si es posible utilizando una alfombra centrada

1 V2

enOconradio§<r§7

= La configuracion (B) si es posible utilizando una alfombra centrada
3

5
O dio — < =
en con radio 5 <7“_2

» La configuracion (C') si es posible utilizando una alfombra punteada

3
centrada en O con radio > <r< 3

= La configuracion (D) si es posible utilizando una alfombra centrada

2 13
en O con radio g <r< 5 Y desplazada hasta O'.

» La configuracién (F) no es posible, pues si intentamos pintar dos cua-
draditos marcados con X debemos pintarlos todos.

(A) (B) (C) (D) (E)
= e SR =S
: AR 7] e .
) — %

Problema 35. El niimero 200013 - 2013 no es divisible por:
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Solucion

Como 200013 — 2013 = 198000 y 198000 termina en cero entonces es
divisible por 2 y por 5. Ademas, la suma de sus digitos es 18, luego 198000
es también multiplo de 3. Por ultimo, si dividimos 198000 = 7 obtenemos

un resultado decimal por lo que no es divisible por 7. Por otra parte,
198000 = 11 = 18000. Por lo tanto 200013 - 2013 no es divisible por 7.

De otro modo:

200013 — 2013 = 198000
= 200000 — 2000
= 2000 - (100 — 1)
= 2.1000 - 99 =2.5-200-9-11

Claramente es divisible por 2, por 5, por 9 y por 11.

________ .
Problema 36. Seis puntos estan mar- ‘
cados en un geoplano con celdas de la- S S SR SR S S S
do 1. ;Cudl es el darea mas pequena de
un triangulo con vértices en los lugares ' """""""""""""""""
marcados? ..

El area de un triangulo depende de su altura y su base, por lo que
debemos escoger bases pequenas y alturas pequenas
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-- Notemos que el tridgulo ABC es el que
tiene menor base (1 unidad) y menor al-

tura (1 unidad), cualquier otro tiene ma-
. yor altura o mayor base, luego el triangulo

2 4rea.

menor tiene Eu

b e e e

Problema 37. Las caras de un cubo estan pintadas con cuadrados blancos
y negros como si estuviese hecho con cuatro cubos blancos y negros mas
pequenos. ;Cual de los siguientes esquemas seria el correcto para construir-
lo a partir de una hoja de papel?

A) g B) i C)E;EED)[ﬁ]E)%

Observemos que en cada una de las caras la pareja de cuadrados blancos
comparten solo un vértice entre ellos (no un lado), del mismo modo los
cuadrados negros comparten solo un vértice, por lo cual descartamos las
alternativas A, B y D, pues en estas redes existen parejas de cuadrados
del mismo color que comparten un lado dentro de la cara.

Ademas, los cuadrados blancos siempre comparten dos de sus lados con
un cuadradito blanco de la cara contigua, al igual que los negros, por lo
que descartamos la alternativa C, pues no hay cuadrados contiguos de un
mismo color. Luego la red E forma el cubo de la figura.



23

Problema 38. Una pelota de caucho cae verticalmente desde una altu-
ra de 15 metros del techo de un edificio. Después de cada impacto con el
piso rebota hasta una altura de 4/5 de la altura anterior. ;Cudntas veces
aparecera la pelota enfrente de una ventana regular cuyo borde inferior tie-
ne una altura de 5, 5 metros y cuyo borde superior tiene una de 6, 5 metros?

Solucion

Notemos que como el borde superior de la ventana se encuentra a una
altura de 6,5 metros y el borde inferior se encuentra a una altura de 5,5
metros del suelo, entonces debemos encontrar la cantidad de veces que la
pelota se encuentre justo en frente de la ventana. Vale decir a que altura
el rebote de la pelota de caucho sera mayor a 5,5 metros y menor que 6,5
metros.

Veamos que sucede con cada uno de los rebotes viendo un rebote como
la trayectoria de la pelota al bajar, tocar el suelo y subir:

4
= 1°" Rebote: 15-— = 12, luego del 1°" rebote la pelota alcanza 12 metros

de altura, por lo que se ve la pelota 1 vez bajando y 1 vez subiendo

4
= 2% Rebote : 12 - E = 9.6, luego del 2% rebote la pelota alcanza 9.6

metros de altura, por lo que se ve la pelota 1 vez bajando y 1 vez
subiendo.

4
= 3 Rebote: 9.6 - E = 7.68, luego del 3° rebote la pelota alcanza 7.68

metros de altura, por lo que la pelota se ve sélo una vez.

4
» 4! Rebote: 7.68 - 5 = 6.144, luego del 4 rebote la pelota alcanza

6.144 metros de altura, por lo que la pelota se ve sélo una vez.

4
= 5 Rebote: 7.68 - == 4.9, luego del 5% rebote la pelota alcanza 4.9

metros de altura, por lo que la pelota ya no se ve.

Finalmente la pelota de caucho aparece frente a la ventana 7 veces.
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Problema 39. El baile del tango se baila en parejas, cada una de un
hombre y una mujer. Una noche en un baile no hay mas de 50 personas
presentes. En algin momento % de los hombres esta bailando con % de las
mujeres. ; Cuantas personas estan bailando en ese momento?

Sea H la cantidad de hombres y M la cantidad de mujeres, notemos que
la suma entre la cantidad de hombres y mujeres no debe superar las 50 per-
sonas. Notemos que por el enunciado se sabe que una pareja esta formada
por un hombre y una mujer, como % de los hombres esté bailando con % de
las mujeres, entonces el nimero de hombres y de mujeres que baila tienen
que ser iguales, por lo tanto se infiere la siguiente igualdad:

3 4
-H=-M
4 5

H 4 4

M 5 3

H 16

M 15

Esto nos dice que H : M = 16 : 15, vale decir que cada 16 hombres hay
16 - M
15 mujeres o bien se puede concluir que los hombres son: H = B

Entonces como la cantidad de hombres y la cantidad de mujeres deben
ser cantidades enteras (no decimales) se tiene que para el caso de las mu-
jeres solo se pueden multiplos de 15 pues si consideramos otros valores, al
realizar el calculo para ver cuantos hombres hay obtendremos una cantidad
decimal. Luego el primer posible valor para M es M = 15, de lo cual se
infiere que H = 16, en total habria 31 personas, de las cuales 24 estarian
bailando en ese momento.

Veamos si existe una segunda posible solucién, consideremos el siguiente
multiplo de 15, el cual es M = 30, por lo que se obtiene que el niimero
de hombres seria H = 32, pero como la cantidad de hombres y mujeres no
debe superar a 50 y en este caso habria 62 personas, se concluye que hay
una unica solucion, es decir, 31 personas de las cuales 24 estan bailando.
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Problema 40. Dado el cuadrado de la-
do 4 de la figura, se tiene que sobre €l se
desliza una rueda de radio 1 sobre sus
lados. Calcular la longitud del camino
que recorre el centro de la rueda.

Solucion

F E

G D Tracemos en los vértices algunos
segmentos perpendiculares a los
lados tal como se muestra en la

figura, es facil ver que el recorri-
do que hace el centro de la rueda
en los segmentos

AB+CD+ EF+GH =16

A B

Ahora nos faltaria calcular el recorrido del centro desde B hasta C,
desde D hasta E, desde F hasta (G. y desde H hasta A.

Este recorrido corresponde al perimetro de la rueda pues los dngulos
formados en dichos espacios suman 360°, por tanto el recorrido faltante es
27. Finalmente el recorrido total es 16 + 27.

Problema 41 (El Numero Inverso). En la reunién anual de caracoles, el
caracol Jacinto propone el siguiente desafio a sus amigos ; Cuantos niimeros
de 4 digitos en que el digito de la decena y la centena son iguales poseen la
propiedad siguiente: después de restar 2997 de dicho nimero, se obtiene un
numero de 4 digitos que consiste en los mismos digitos en orden inverso?.
Resuelve tu el problema antes de que lo resuelvan los amigos caracoles.
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Supongamos que el nimero de 4 digitos es el abbc, entonces se debe
cumplir que:

I
QIN &
jw ) BN R w
SO o
QI O

Vemos primeramente que ¢ debe ser menor que 7, para cuando ¢ = 1
se tiene que a = 4 y b puede tomar valores entre 0 y 9 es decir, cuando
¢ = 1 tenemos 10 nimeros que cumplen dicha condicién. Cuando ¢ = 2
se tiene que a = 5 y b puede tomar valores entre 0 y 9 es decir, cuando
¢ = 2 tenemos 10 nimeros que cumplen dicha condiciéon. Podemos realizar
este analisis hasta cuando ¢ = 6, pues con ¢ = 7, a = 0. Luego tenemos 60
numeros que cumplen esta condicién.

Problema 42. Al sumarle 4'° a 8'°, Ménica ha obtenido un nimero que
también es potencia de 2. Encuentra este niimero.

Solucion

415 4 810 (22)15 4 (23)10
_930 4 930
—9. 230
:231

Problema 43. El abuelo Anacleto, matematico jubilado y aventurero, a
construido una ventana con forma de trapecio cuyo perimetro es de 5 me-
tros y la longitud de sus lados (medidos en metros) son niimeros enteros.
. Cudl es la medida de los dos angulos mas pequenos de la ventana que
construyé el abuelo?
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Notemos que el tunico conjunto de 4 enteros positivos donde la suma
de dichos numeros es 5 es el {1,1,1,2}, luego la ventana construida por
el abuelo tiene la forma de la figura 1 en la cual es claro que los angulos
menores son los basales.

2 1
Figura 1 Figura 2

Veamos que dichos angulos son iguales a los de la figura 2 (la cual
resulta al comprimir la figura 1). Como la figura 2 es un triangulo equiléatero
entonces los angulos buscados miden 60°.

Problema 44. El abuelo Anacleto matemaético jubilado y aventurero, sa-
be construir ventanas con forma de trapecio isdsceles, €l quiere construir
algunas ventanas de perimetro 11 metros, tal que la longitud de sus lados
(medidos en metros) sean nuimeros enteros. Encuentre todas las posibles
ventanas con forma de trapecio que cumplen con estas condiciones.

Tal como se muestra en la figura podemos imaginar un trapecio como
un triangulo que se estira, al triangulo de la imagen que tiene lados 1, 1,
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1 lo estiramos 4 unidades o sea agregamos 4 arriba y 4 abajo y obtenemos
un trapecio de lados 1,4,1,5, el cual tiene perimetro 11.

Analicemos ahora todos los casos en que a partir de un triangulo isésceles
ocurre esto, para ello siempre denotaremos el par de lados iguales en las
dos primeras posiciones:

1,1,1 agregamos 4 arriba y 4 abajo obteniendo 1 +4 + 1+ 5 = 11.
2,2,1 agregamos 3 arriba y 3 abajo obteniendo 2+ 34244 = 11.
2,2,2 agregamos 2, 5 arriba 'y 2,5 abajo, pero 2, 5 no es entero (se descarta)
2,2,3 agregamos 2 arriba y 2 abajo obteniendo 2+ 2 + 2+ 5 = 11.
3,3,1 agregamos 2 arriba y 2 abajo obteniendo 3+ 2 + 3+ 3 = 11.
3,3,2 agregamos 1,5 arribay 1,5 abajo, pero 1, 5 no es entero (se descarta)
3,3,3 agregamos 1 arriba y 1 abajo obteniendo 3+ 14+ 3+ 4 = 11.
3,3,4 agregamos 0, 5 arriba y 0,5 abajo, pero 0, 5 no es entero (se descarta)
4,4,1 agregamos 1 arriba y 1 abajo obteniendo 4 +1+4+ 2 =11.
4,4,2 agregamos 0, 5 arriba y 0, 5 abajo, pero 0, 5 no es entero (se descarta)

Luego tenemos que el abuelo Anacleto puede construir 6 ventanas con
la condicién dada.

Problema 45. El nimero de la casa de Ariel tiene tres digitos. Si se re-
mueve el primer digito (el de la centena) de este ntimero se obtiene el
ntimero de la casa de Benjamin. Si se remueve el primer digito (el de la
decena) del nimero de la casa de Benjamin, se obtiene el niimero de la casa
de Clara. Si se suman los nimeros de las casas de Ariel, Benjamin y Cla-
ra se obtiene 912. ; Cual es el segundo digito del niimero de la casa de Ariel?

Consideremos el niimero de la casa de Ariel como abc, al remover el
ntimero de las centenas (a) se obtiene el nimero de la casa de Benjamin,
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vale decir que bc es el numero de la casa de Benjamin. Nuevamente al
remover el primer digito, en este caso (b), se obtiene el niimero de la casa
de Clara, por lo tanto el nimero de la casa de Clara es c.

Si sumamos los tres nimeros de casa se obtiene 912:

a b c

b ¢

+ c
9 1 2

Luego para que ¢ + ¢ + ¢ sea un nimero que forme el dltimo digito de
912, vale decir el 2, tenemos dos opciones, que c+c+c =2 o bien c+c+c
sea un numero que termine en 2 como 12. Se puede inferir que la primera
opcién es imposible que se cumpla pues no existe un nimero entero que
sumado tres veces sea igual a 2, para la segunda opcién se puede inferir
que si ¢ = 4 entonces c+c+c¢c =4+ 4+ 4 = 12. Luego para ¢ = 4, se
tiene que ¢+ ¢ + ¢ es un nimero que termina en 2. Notemos que al sumar
un numero mayor a 9, reservamos la cifra de las decenas para la siguiente
suma, en este caso reservamos 1.

Ahora debemos realizar una suma tal que b+ b, mas la reserva (1) debe
ser un nimero que termine en 1. Luego las posibles opciones son que b+b+1
sea 1 o bien que b+ b+ 1 sea igual a 11, la primera opciéon no se cumple
pues no existe ningin digito que al sumarlo consigo mismo y sumarle 1
sea igual a 1. Luego para la segunda opcién se hace notar que si b = 5,
entonces b+ b+1=5+54+1=11. Por lo tanto para b = 5, se tiene que
b+ b+ 1 es un nimero que termina en 1. Nuevamente estamos sumando
un nimero mayor que 9, asique debemos reservar la cifra de las decenas
para la siguiente suma, en este caso reservamos nuevamente 1.

Solo resta terminar con la ultima suma a mas la reserva (1) debe ser
igual a 9. Mediante una simple deduccion, existe solo una solucion tal que
a+ 1 sea 9. Por lo tanto a = 8.

Finalmente los niimeros buscados son a = 8, b = 5 y ¢ = 4. Siendo el
numero de la casa de Ariel 854, por lo tanto el segundo digito del nimero
de su casa es 5.
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Problema 46. El niimero de la casa de Ariel tiene cuatro digitos. Si se
remueve el primer digito de este niimero se obtiene el nimero de la casa
de Benjamin. Si se remueve el primer digito del niimero de la casa de Ben-
jamin, se obtiene el nimero de la casa de Clara. Si se suman los niimeros
de las casas de Ariel, Benjamin y Clara se obtiene 5992. ; Cudl es el niimero
de la casa de Ariel si la suma de los digitos de dicho ntimero es 197

Consideremos el niimero de la casa de Ariel como abcd, al remover el
ntimero de la unidad de mil (a) se obtiene el nimero de la casa de Benjamin,
vale decir que bcd es el nimero de la casa de Benjamin. Nuevamente al
remover el primer digito, en este caso b, se obtiene el nimero de la casa de
Clara, por lo tanto el nimero de la casa de Clara es cd.

Si sumamos los tres nimeros de casa se obtiene 5992:

a b c d

b ¢ d

+ c d
59 9 2

Luego para que d + d + d sea un niamero que forme el ultimo digito de
5992, vale decir el 2, tenemos dos opciones, que d+d+d = 2 o bien d+d+d
sea un numero que termine en 2 como 12. Se puede inferir que la primera
opcién es imposible que se cumpla pues no existe un nimero entero que
sumado tres veces sea igual a 2, para la segunda opcién se puede inferir
que si d = 4 entonces d +d+d =4+ 4+ 4 = 12. Luego para d = 4, se
tiene que d + d + d es un nimero que termina en 2. Notemos que al sumar
un numero mayor a 9, reservamos la cifra de las decenas para la siguiente
suma, en este caso reservamos 1.

Ahora debemos realizar una suma tal que ¢ + ¢ 4+ ¢ més la reserva (1)
debe ser un nimero que termine en 9. Luego las posibles opciones son que
c+c+c+1sea9 o bien que c+c+c+1 seaigual a 19, la primera opcién no
se cumple pues no existe ningin digito que al sumarlo consigo mismo tres
veces y sumarle 1 sea igual a 9. Luego para la segunda opcion se hace notar
que si c =6, entonces c+c+c+1=64+6+6+1=19. Por lo tanto para
c = 6, se tiene que c+c+c+1 es un niimero que termina en 9. Nuevamente
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estamos sumando un ntmero mayor que 9, asique debemos reservar la cifra

de las decenas para la siguiente suma, en este caso reservamos nuevamente
1.

Ahora bien, debemos determinar un valor de b que cumpla con que b+ b
mas la reserva (1) sea un nimero que termine en 9, nuestra primera opcién
es que la suma sea igual a 9 o bien que sea igual a 19. Para ello se puede
comprobar que existen dos soluciones, pues para b = 4 se cumple que
b+b+1=44441=9yparab=9setienequeb+b+1=94+9+1=19.
Luego se tienen dos posibles soluciones, b = 4 y b = 9. Pero notemos que
existe una condicién, la suma de los digitos de la casa de Ariel es 19. Por lo
tanto debemos encontrar los valores para el ultimo digito (a) y de acuerdo
a ello, ver cual de las dos soluciones cumple con que al sumar a +b+c+d
sea igual a 19.

Para el caso de b = 4, notemos que no existe reserva pues la suma de
b+ b+ 1es9, por lo tanto se infiere que a debe ser igual a 5.

Para el caso de b = 9, notemos que existe reserva (1), pues b+ b+ 1 es

19, luego se tiene que a mas la reserva (1) debe ser igual a 5, por lo tanto
a=4.

Solo resta verificar cual de los dos casos cumple con la condicién de que
los niimeros al sumarlos deben ser igual a 19.

Parael casode b = 4y a = 5, se tiene que a+b+c+d = 5+4+6+4 = 19.
Cumple con la condicion.

Parael casode b = 9y a = 4, se tiene que a+b+c+d = 44+9+6+4 = 23.
No cumple con la condicién.

Finalmente los ntimeros buscados son a = 5, b =4, c =6y d =4 .
Siendo 5464 el numero de la casa de Ariel.

Problema 47. Encuentre el ultimo digito (la cifra de las unidades) del

nimero 42013 — 32013,
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Separaremos el problema en dos casos: El primer caso corresponde a
encontrar la cifra de las unidades de 4%°13 y el segundo caso corresponde a
encontrar la cifra de las unidades de 32013,

Para el primer caso notemos las siguientes regularidades:

» 4! =4, la cifra de las unidades es 4.
» 42 = 16, la cifra de las unidades es 6.

» 43 = 64, la cifra de las unidades es 4.

» 4% = 256, la cifra de las unidades es 6.

n 45 = 1024, la cifra de las unidades es 4.

En general, notemos que en toda potencia de 4, la cifra de sus unidades
serd 4 o 6. Si el exponente de la potencia de 4 es impar, entonces la cifra
de las unidades sera 4 y en el caso cuando el exponente de la potencia de
4 es par, la cifra de las unidades serd 6. Luego como 42°!3 es una potencia,
de 4 con exponente impar, entonces la cifra de las unidades de 42°'3 es 4.

Para el segundo caso, al igual que en el primer caso, notemos las si-
guientes regularidades:

» 3! = 3, la cifra de las unidades es 3.
= 32 =9, la cifra de las unidades es 9.
» 33 = 27, la cifra de las unidades es 7.

» 3% = 81, la cifra de las unidades es 1.
» 3° = 243, la cifra de las unidades es 3.

En general en toda potencia de 3, ocurre que la cifra de las unidades
sera en 1, 3, 7 0 9. Notemos que a cada cuatro unidades en el exponente
volvemos a tener como ultima cifra el digito 3 apartir del exponente 1. Por
lo tanto como 2012 es divisible por 4 sabemos que 3?"'? termina en 1, luego
32013 termina en 3

Finalmente se nos pide calcular la tltima cifra de 42913 — 32013 por lo

cual debemos solo restar la tltima cifra de 4?9'3 con la de 3?3, de donde

se obtiene que 4 — 3 = 1. Por lo tanto la tultima cifra de la diferencia
42013 _ 32013 o 1
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Problema 48. La siguiente figura muestra 6 cuadrados en zigzag de lados
lem x lem. Su perimetro es 14cm, ;Cual es el perimetro de un zigzag
hecho de la misma manera pero con 2013 cuadrados?

Estudiemos el problema con bloques de 2 cuadrados de perimetro 6
cm cada uno. Cuando pegamos 2 de estos bloques tenemos un bloque de
perimetro 6 +6 — 2 = 10 cm pues al pegar 2 bloques perdemos 2 lados del
perimetro.

Cada vez que peguemos un nuevo bloque perderemos 2 lados, es decir,
se agregan solo 4 unidades por cada bloque de 2 cuadraditos, de este modo
tenemos que:

= 1 bloque — 2 cuadraditos — perimetro 6 cm.
= 2 bloques — 4 cuadraditos — perimetro 6 + 4 = 10 cm.

= 3 bloques — 6 cuadraditos — perimetro 6 + 4 + 4 = 14 cm.

= 1006 bloques — 2012 cuadraditos — perimetro 6 +4+4+ ... +4

1005;6063

=6+ 1005-4 = 6 4 4020 = 4026 cm.

Finalmente agregamos un cuadradito mas para completar los 2013, y
dicho cuadradito aporta con 2 cm. Por lo tanto el perimetro de la figura es
de 4028 cm.

Problema 49. El segmento AB une dos vérti- C

ces opuestos de un hexagono regular. El seg- B
mento C'D une dos puntos medios de lados

opuestos. Encuentra el producto entre los seg-

mentos AB y CD si el area del hexdgono es A

60u>. D
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Solucion

Un hexagono regular esta formado por 6

tridngulos equilateros congruentes de la-
2

do a y de area . Como el hexagono

tiene drea 60u® entonces cada tridngulo
equildtero tiene drea 10u?. De este modo
se cumple que.

a’v/3
4 a
Por otra parte notamos que AB =2ay que CD =2 - 5\/§ = av/3. Luego:

=10

AB-CD = 2a-aV3 = 2a*V3 = 80

Problema 50. Un grupo de estudiantes tuvo una prueba. Si cada nino
hubiese tenido 3 puntos méas en su prueba, entonces el promedio del curso
hubiese sido 1,2 puntos mas alto de lo que fue. ;Cual es el porcentaje de
ninas en el curso?

Sea h el nimero de hombres y Hy, Ho, ... Hj, sus notas. Sea m el nimero
de mujeres y My, M>, ... M,, sus notas. Por lo tanto:

Hiy+Ho+ ...+ Hy+ M + M+ ...+ M,
h+m

T =

Y si cada nino hubiese obtenido 3 punto méas se tendriamos lo siguiente:
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C H 43+ Hy+3+...+Hy+3+M + M +...+ M,

T4+1,2
h+m
_ Hy+Hy+ ...+ Hy+ M+ My+ ...+ M, +3h
T+ 1,2 =
h+m
Hi+Hy+ ...+ H M+ M+ ...+ M,
T141.2= 1+ Ho+ .+ Hp+ M+ Mo+ ...+ n 3h
h+m h+m
h
T2 =T o
h+m
3h
1,2=——
’ h+m
1,2(h+m) = 3h
1,20 +1,2m = 3h
1,2m = 1,8h

m_ 1,2 12

2
R 1,8 18 3

Luego se tiene que de 5 estudiantes en el curso, 2 son ninas, por lo tanto

2
el porcentaje de ninas en el curso es de s = 0,4, es decir, un 40 %.

Problema 51. Hoy, Juan y su hijo estan celebrando su cumpleanos. Juan
multiplicé correctamente su edad con la de su hijo y obtuvo 2013 como
resultado. ;Qué edad tiene Juan?

Solucién

Notemos que 2013= 3 - 11 - 61 (descomposiciéon prima de 2013), luego
las edades de Juan y su hijo pueden ser:

= 3y 11-61, pero Juan no puede tener 671 anos.
= 11 y 3-61, pero Juan no puede tener 183 anos.

= 61y 3-11.

Finalmente Juan tiene 61 anos y su hijo tiene 33 anos.
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C
Problema 52. Joaquin queria dibujar dos 60
triangulos equilateros pegados para formar un
rombo. Pero no midié bien todas las distancias A 61"\,
y, una vez que termind, Alejandra midio los 60°
cuatro angulos y vio que no eran iguales. ; Cual
de los cuatro segmentos es el mas largo? 500

D

Solucion

Observemos que en el triangulo ABD, AB es el lado mas pequeno pues
se opone al dngulo menor (ZADB = 59°), pero AB no es el lado mas
pequeno del triangulo ABC, pues el lado BC' se opone al angulo menor.
De esto podemos deducir que el tridngulo ABD es mas grande que el
triangulo ABC, por lo tanto el lado mas grande del cuadrilatero ADBC
serd el lado mas grande del triangulo ABD, es decir, el lado BD pues se
opone al angulo mayor.

Problema 53. ;Cual es la maxima cantidad de ca- R

R :
minos diferentes para llegar desde el punto A hasta 2
el B en el grafico siguiente? i v

Solucion

Comenzamos desde A y tenemos 3 llegadas posibles By, By y B3, desde
By tenemos 2 llegadas C y (5, desde By tenemos 2 llegadas Cy y C3 y
desde B3 tenemos 3 llegadas C7, Cy y Cy. Hasta ahora llevamos 7 caminos.
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= Si seguimos el camino A, By, C; tenemos
2 posibles llegadas Dy, Ds.

A = Si seguimos el camino A, By, C3 tenemos
1 posible llegada Ds.
B1 B2 = Si seguimos el camino A, By, C5 tenemos
B3,¥\ 2 posibles llegadas Dy, Ds.
i E ThaY = Si seguimos el camino A, By, C3 tenemos
CIWC2 1 posible llegada Ds.
3y
C‘}x\_ = Si seguimos el camino A, B3, C; tenemos
b W" TNy VD 2 posibles llegadas Dy, Ds.
1 v % = Si seguimos el camino A, B3, C5 tenemos
B 2 posibles llegadas Ds, Ds.

= Si seguimos el camino A, B3, C; tenemos
2 posibles llegadas D, D-.
Como desde cada punto D;,7 = 1, 2, 3 tenemos solo una manera de llegar
hasta B entonces tenemos 12 caminos posibles.

Problema 54. Se da un nimero de seis digitos. La suma de sus digitos
es par, el producto de sus digitos es impar. ;Cual es la afirmacién correcta
sobre el nimero?

(A) Ya sea 2 o 4 digitos del nimero son par

(B) Un nimero asi no existe
(C) La cantidad de digitos impares del niimero es impar
(D) El niimero puede estar formado por digitos diferentes entre ellos
(E) Ninguna de las Anteriores

Claramente entre los seis digitos del nimero no puede haber un digito
par, pues de ser asi el producto de los digitos seria par. Por lo tanto deben
ser todos los digitos impares, y si sumamos 2 digitos impares la suma de
ellos es par, por lo que la suma de lo 6 digitos impares también es par, es
decir, tal nimero no existe.
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Problema 55. El tridngulo RZT es
el resultado del tridngulo equilatero
AZ(C al girarlo alrededor del punto Z,
donde 8 = ZCZR = 70°. Determine
el valor del angulo a = ZC AR.

Como el tridngulo RZT es equilate-
ro y el tridngulo AZC' es el resultado
de una rotacion, se tiene que AZ =
RZ por lo que el tridngulo AAZR
es isésceles. Ademas ZAZR = 60° +
70° = 130°. De este modo /ZAR =
ZZRA = 25° y como LCAZ = 60°
se tiene que :

a+25"=60=—= a=35

Problema 56. Considere un rectangulo, en el que uno de sus lados mide 5
unidades. El rectangulo puede ser cortado en un cuadrado y un rectangu-
lo de lados enteros, uno de los cuales tiene area 4. ;Cuantos rectangulos
existen que cumplan con esto?

Solucion

Notemos que un posible corte es cuando el lado de longitud 5 se divide en
dos partes (z y 5 — ) asi formamos un cuadrado de lado z y un rectdngulo
de lados z y 5 — x. Otro posible corte es cuando con el lado de longitud 5
formamos un cuadrado y trazamos un rectangulo de lados 5 e y.
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En el primer caso tenemos 2 posibilidades:

m 2 =d=—=1r=2

. r-(b—x) =4

22 —5r+4 =0
(x—4)(x—1) =0 2

r=4Vzxr =1

En el segundo caso tenemos solo una posibili-
dad: 5

4

Problema 57. El nimero n es el entero positivo mas grande para el cual
4n es un numero de tres digitos, y m es el entero positivo méas pequeno
para el cudl 4m es un numero de tres digitos. ;Cual es el valor de 4n —4m?

Solucion

Como 4n es un numero de tres digitos y n es el entero positivo maés
grande, 4n es a lo mas 900, es decir:

4n§999:n§¥:249,8

Luego n = 249 — 4n = 996

Como 4m es un numero de tres digitos y m es el entero positivo méas
pequeno, 4m es por lo menos 100, es decir:

1
4m2100:>n2%=25

Luego m = 25 = 4m = 100

Finalmente 4n — 4m = 996 — 100 = 896
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Problema 58. Victor ha dibuja-
do el grafico de una funcién f

R — R, compuesto por dos rectas
y un segmento de linea (ver figura).
, Cuantas soluciones tiene la ecuacién

f(f(f(z))) = 07

Claramente f(—4) = 0 y f(0) = 0, observemos que en el intervalo
(—00,—2), f(z) =z + 4, luego:

—400
FF(f ) =0 = 1) =0
L F(f(2) = —4 = F(F(2) = —4
= f(x):—8:>$1:—12
—400
2. f(f(z)) =0 = f(F(@) =0
= f(z)=—-4=19=-8

™ f(x):o:x3:—4o:z:4:0

Por lo tanto la ecuacion tiene 4 soluciones

r1=—12, 20 = -8, 23=—4,24=0
C
Problema 59. En el triangulo ABC
los puntos M y N en el lado AB estan A

ubicados de manera tal que AN =
AC v BM = BC'. Encuentre el valor
del angulo ZACB si ZMCN = 43° Ry . .




Finalmente el ZACB = 94°.
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Como AN = AC' y BM = BC en-
tonces: ZANC = /NCA = a vy
/CMB=/BCM =p

Notemos que en el tridnagulo MC'N
se tiene que ZNCM =180—a—f =
43, luego o + f = 137, por lo que
LACB = a+—-43=137—-43 = 94.

Problema 60. ;Cuédntos pares (x,y) de ntmeros enteros satisfacen la

ecuacién z? - y® = 627

Como 6'? = 212. 312 ge tiene que z tiene la forma x = 27 - 37 e y tiene la

forma y = 2" - 3%, luego:

62 =2y

= (27 39)%. (2" . 3°)°
— 22p+37‘ . 32q—|—3s

Por lo tanto 2! - 312 = 22437 . 324435 — 9y 4 3r = 12 y 2¢ + 35 = 12,

luego:

@ow‘%
OH;[\D“S

De este modo se tienen 9 soluciones:

m =232 y=2%.3%
mr =232, y=2.34

np =232, y=20.3
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np=20.30 ¢ =2%.32 np=20.30 ¢ =26.30
mp=20.30 ¢y =20.34

Problema 61. Una caja contiene 900 cartas numeradas del 100 al 999.
Dos cartas cualesquiera tienen ntimeros diferentes. Francisco toma algunas
cartas y calcula la suma de los digitos de cada una. ;Cudntas cartas debe
tomar para asegurarse de tener tres cartas cuya suma sea igual?

Las posibles sumas de los digitos de niimeros entre 100 y 999, pueden ir
desde el 1 al 27, pues entre 100 y 999 el niimero que contiene las cifras mas
pequenas es 100, donde 1 + 0+ 0 = 1, y el nimero que contiene las cifras
mas grandes es el 999, donde 9 + 9 + 9 = 27, ademas, el inico ntimero en
el cual la suma de sus digitos es 1 es el 100, y el inico niimero en el cual
la suma de sus digitos es 27 es el 999.

De este modo, si tomamos 27 cartas de la caja, en el peor de los casos
podriamos tener 27 sumas distintas, pero entre esas cartas estaria el 100 y
el 999 que eran las tnicas cuyas sumas de sus digitos eran 1 y 27 respecti-
vamente, luego tomamos solo 25 cartas de la caja (pues ya sacamos el 100
y el 999) y nos aseguramos de tener por lo menos dos sumas iguales.

Ahora resta sacar una carta mas y la suma de sus digitos coincidira con
alguna de las dos sumas anteriores. Hemos tomado 27 cartas la primera
vez, 25 cartas la segunda vez y por ultimo 1 carta, en total seran 53 cartas
las que nos aseguran tener 3 cartas cuya suma de sus cifras sean iguales.

Problema 62. Sea f : Ny — Ny la funcién definida por f(n) = § si n
es par, y por f(n) = ”T_l si n es impar, para todos los nimeros naturales
n. Para el entero positivo k, f¥(n) denota la expresién f(f(...f(n)...)),
donde el simbolo f aparece k veces. Entonces el nimero de soluciones de

la ecuacién f2913(n) =1 es:
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f2013 (n) —1

f (f2012(n)) —1
f2012(n) — 92V f2012(n) -3

{jfllz(n) =2 F212(p) = 3
F (M () =2 £ (2 (n)) =3
A1) =4v 2% n) =5 () =6V U (n) = 7
f2011(n> — 4 f2011(n) =5 f2011(n> =6 f2011(n) _
f (f2010(n)) — 4 f (fZOIO(n)) -5 f (f2010(n)) —6 f (f2010(n)) _ 7
f2010(n) =8 f2010(n) =10 f2010(n) — 12 f2010(n) — 14
% % % v
f2010(n) =9 f2010(n) —11 f2010(n) =13 f2010(n) _ 15

Notemos que como la ecuacion f(f(n)) = a con a entero tiene siempre
dos soluciones, consecuentemente f2°3(n) = 1 tiene 22°13 soluciones.

Problema 63. Sea f : R — R la funcién definida por las siguientes propie-
dades: f es periddica de periodo 5 y la restriccién de f al intervalo [—2, 3]
es ¥ — f(x) = 2% ;Cuanto vale f(2013)?

Como f es periddica de periodo 5, entonces f(x+5k) = f(x), para todo
x real y k natural. por lo tanto basta con lo siguiente:

£(2013) = f(—2+2015) = f(—2+5-403) = f(—2) = (-2)* =4
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Problema 64. ; Cuantas soluciones (x, y), donde x e y son nimeros reales,
tiene la ecuaciéon x? + y* = |z| + |y|?

Supongamos = > 0 e y > 0 entonces x? + y2 = x + y, completando
cuadrados tenemos la ecuacion de una circunferencia.

P~y —y=0

AR SRV A U S
<x 2) 4+<y 2) 1
1\ 1\° 1

(“é) *(?“5) 2

Dicha circunferencia tiene centro en el punto (5, 5) y radio r =

9~

Andlogamente suponiendo que x > 0 e
y<0,z<0ey>0,2<0ey <0 te-
nemos tres circunferencias mas, pero dada
que la primera circunferencia nos entrega

infinitas soluciones no es necesario deter-
minas las otras tres.

Problema 65. Hay algunas rectas dibujadas en el plano. La recta a in-
tercecta exactamente a tres rectas y la recta b intercecta exactamente a 4
rectas. La recta c intercecta exactamente n rectas, con n # 3, 4. Determine
el nimero de rectas dibujadas en el plano.

Si la recta a corta 3 rectas entonces la recta a no es paralela a ninguna
de estas rectas, para que la recta b corte las 4 rectas anteriores , la recta
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b no es paralela a ninguna de estas rectas. Luego basta que la recta ¢ no
sea paralela a la recta a ni a la recta b, asi nos aseguramos que no corta
3 rectas (como a) y no corta 4 rectas (como b), de este modo tenemos 6
rectas

Problema 66. ;Cuantos pares (x,y) de enteros con x < y existen de
manera que su producto sea 5 veces la suma de ambos?

Solucion

Para (x,y) tenemos la siguiente condicion:

ry =5(x +y)

Ty = 5T + dy
xy —dr —dy =0
x(y—5)—5(y—5)—25=0
(y =5)(x=5) =25

Luego
my—95=95yx—95=>5entonces y =10y x = 10.

y—>H=-9Syx—>H=—->entoncesy =0y x=0.

y—5=1yxz—5=25entonces y =6y x =30, no es solucién pues
T > .

y—5=—-1lyx—5=—-25entonces y =4y x = —20.

y—5=20yx—>5H=1entonces y =30y x =06.

y—5H=-2byx—5=—1entonces y = —20 y x = 4, no es solucion
pues T > .

Por lo tanto 4 pares cumplen la condicién.

Problema 67. Una secuencia comienza como 1, —1, —1, 1, —1. Después del
quinto término, cada término es igual al producto de los dos términos ante-
riores. Por ejemplo, el sexto término es igual al producto del cuarto término
y el quinto término. ;Cudl es la suma de los primeros 2013 términos?
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Puesto que la sucesion es:
1,-1,-1,1,-1,-1,1,—-1,—-1,1,—-1,—1, ...

Dividamos esta sucesion en bloques de tres elementos, y observemos que
los elementos de cada bloque suman -1.

Luego como la sucesion tiene 2013 términos y 2013 +— 3 = 671, tiene 671
bloques de los anteriormente mencionados. De este modo la suma de los
primeros 2013 términos es 671 - (—1) = —671.

Problema 68. Cuatro vehiculos entran a una

rotonda al mismo tiempo, cada uno de ellos N T \',’
desde una direccion diferente. Cada uno de los S/\ 7 NN
vehiculos maneja por menos de una vuelta por ,/ \\
la rotonda, y no hay ninguna pareja de carros \

que salgan por la misma direccién. ;Cudntas \\ ///
maneras diferentes hay para que los vehiculos ,M\

salgan de la rotonda?

Sean A;, As, Az, Ay los cuatro autos, donde ca-
da uno entra por la puerta 1, 2, 3, 4 respectiva-
mente. La siguiente tabla muestra las posibles
puertas de salida de los autos As, Az, A4 cuan-
do el auto A; sale por la puerta 2:

A Ay As Ay
2 1 4 3
2 4 1 3
2 3 4 1

Luego cuando el auto A; sale por la puerta 2 los autos As, Az, A4 tienen
3 maneras de salir, andlogamente cuando el auto A; salga por la puerta 3
los autos As, A3, A4 tendrdan 3 maneras de salir, y cuando el auto A; salga
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por la puerta 4 los autos Ay, Az, A4 tendran 3 maneras de salir. Por lo tanto
los cuatro autos tienen 3 - 3 = 9 maneras de salir de la rotonda.

Problema 69. A la rotonda de la figura,

'/
entran cinco autos al mismo tiempo, ca- N —
. . N -~
da uno por una pista diferente. Cada auto ) /
. /
maneja menos de una vuelta por ella y /
. : |
ningun auto sale de la rotonda por la mis- \
i ., ) , . \
ma direcciéon que otro. ;Cuantas diferen- N .
. . SO -
tes combinaciones hay para que los autos . -

salgan de la rotonda?

Solucion

Sean Aj, Asg, A3, Ay, A5 los cinco autos, don-
de cada uno entra por la puerta 1,2,3,4,5
respectivamente. La siguiente tabla muestra
las posibles puertas de salida de los autos
Ay, A3, Ay, A5 cuando el auto A; sale por la
puerta 2:

A Ay Az Ay As

Ut
—_
w
W

RO DN DN DN DN DN
— =W W W R OOt
Ol i I — O O OU — i i
Lo Ot Ot O = = W Ot = W
=~ O = B s W= W W

Notemos que cuando A; sale por la puerta 2 y A, sale por la puerta 1,
solamente hay dos alternativas més, pues el auto Az no puede salir por la
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puerta 3, asi que por esa puerta solo puede salir A4 o As. Si por la puerta
3 sale Ay, por la puerta 4 sale As ya que As; no puede salir por la puerta
5, y si por la puerta 3 sale As, por la puerta 4 sale A3 ya que A4 no puede
salir por la puerta 4.

Luego cuando el auto A; sale por la puerta 2 los autos A, Az, Ay, As
tienen 11 maneras de salir, andlogamente cuando el auto A; salga por la
puerta 3 los autos As, Az, A4, A5 tendran 11 maneras de salir, cuando el
auto A; salga por la puerta 4 los autos As, A3, A4, A5 tendran 11 maneras
de salir, y cuando el auto A; salga por la puerta 5 los autos As, Az, Ay, As
tendran 11 maneras de salir. Por lo tanto los cinco autos tienen 11-4 = 44
maneras de salir de la rotonda.

Problema 70. Un tipo de entero positivo IV es mas pequeno que la suma
de sus tres divisores mas grandes (evidentemente, se excluye el mismo
ntmero N). ;Cudl de las siguientes afirmaciones es verdadera?

(A) Ese tipo de ntimeros son divisibles por 4.

B) Ese tipo de nimeros son divisibles por 5.
C

(B)

(C) Ese tipo de nimeros son divisibles por 6.
(D) Ese tipo de ntimeros son divisibles por 7.
(E)

E) No existe ese tipo de ntimeros.

Solucion

Sean a, b y ¢ los divisores mas pequenos de N sin contar a 1, donde

N N N
a < b < ¢, de este modo —, 3 y —, luego:
a c

N N N
_+_ -
a b

+—>N

C
1 1 1
— 4+ -+ -

C

> 1
a b



1
Observemos que como — + E + — > 1 entonces:
&

1 1 1

—+—-—+->1

a a a
3
->1
a
3>a

1 1 1
Luego a = 2, sia:2:>§+g—|—— > 1, luego siempre:
c

S|

+
NG N o R ) e

V

vV V
Soall ORI NN

Luego b = 3

Por lo tanto sabemos que 2 + 3 + — > 1, luego:
c

Ll
2 '3

Ol IR, |-
V

[\

w

o
AN
o
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Luego ¢ = 4 o ¢ = 5. De este modo tenemos que los divisores de /N son:

N N N 13N

m — —y— = N=—— por lo tanto NV debe ser divisible por 12.
2°3° 4 12
N N N 31N

"S53 Y E — N = g POr lo tanto IV debe ser divisible por 30.

Finalmente si N es divisible por 12 y por 30, N es divisible por 6.
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Problema 71. A partir de una lista de tres nimeros, el procedimiento
“cambiasuma” crea una nueva lista mediante la sustitucion de cada ntimero
por la suma de los otros dos. Por ejemplo, de la lista 3, 4, 6 el “cambiasuma”
da 10, 9, 7 y de esta nueva lista el “cambiasuma” da como resultado la
lista 16, 17, 19. Si empezamos con la lista 1, 2, 3, ; Cuantos “cambiasuma”
consecutivos son requeridos para obtener el nimero 2013 en una lista?

Observemos algunas regularidades que ocurren al realizar el “cambiasu-
ma” para una lista tres nimeros consecutivos {n, n+ 1, n + 2}.

cambia suma

{n,n+1, n+2} " =""{2n+3, 2n+2, 2n+ 1}
camplaguna £4 43, dn + 4, 4n + 5}
= Al aplicar el procedimiento de cambia suma para una lista de tres
numeros consecutivos se obtiene una nueva lista de tres nimeros con-
secutivos.

= Si sumamos los dos nimeros mayores de la primera lista, se obtiene
el niimero mayor de la segunda lista. En el caso de la primera fila los
dos niimeros mayores son n+ 1y n+ 2, que al sumarlos resulta 2n + 3
(el mayor de la segunda fila). Y si sumamos los dos niimeros menores
de la primera lista , se obtiene el nimero menor de la segunda lista.
En el caso de la primera fila los dos niimeros menores son n y n + 1,
que al sumarlos resulta 2n + 1 (el menor de la segunda fila).

Luego la primera lista es creciente, la segunda lista es decreciente, la
tercera lista es creciente, y asi sucesivamente.

= El término central de cualquier lista es de la forma 2(n + 1), donde
k es el nimero de cambiasumas realizados. Lo anterior lo podemos
notar en la siguiente lista de términos centrales:

n+1, 2(n+1), 4n+1),...=2n+1), 2'(n+1), 22(n+1),...

Observemos estas regularidades comenzando con la lista pedida en el
problema:
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numero de cambiasumas lista

0 1 2 3

1 5 4 3

2 7 8 9

3 17 16 15

4 31 32 33
1025 1024 1023

6 2047 2048 2049

Observemos que serd imposible obtener el nimero 2013 en alguna lista
pues el valor central de la lista es una potencia de 2, y las potencias de
2 més cercanas a 2013 son 2! = 1024 y 2! = 2048, y como las listas
contienen nimeros consecutivos el 2013 no es antecesor ni sucesor de estas
potencias de 2.

Finalmente no es posible obtener 2013 mediante el cambiasuma.

Problema 72. ; Cuantos tridngulos hay, cuyos vértices son escogidos de un
poligono regular de trece lados y el centro de la circunferencia circunscrita
al poligono quede dentro del tridngulo?

Solucion

Dibujemos el poligono regular de 13 lados y uno de los tridngulos posi-
bles dentro de él.
Para reconocer este tridngulo lo de-
notaremos por A(6,4,3) pues par-
tiendo desde el vértice A en senti-
do antihorario y recorriendo 6 lados
del poligono llegamos al vértice G
del triangulo, luego recorriendo 4 la-
dos del poligono y en el mismo senti-
do llegamos al vértice K, y por ulti-
mo recorriendo los 3 lados restantes
del poligono llegamos nuevamente al
vértice A.




82 CAPITULO 2. SOLUCIONES DE LOS PROBLEMAS

De este modo podemos construir trece de estos tridngulos (13 rotaciones
del A(6,4,3)). Notemos que el poligono tiene un ntimero impar de lados,
por lo que ninguna diagonal trazada pasa por el centro.

Siguiendo nuestra logica de construc-
cion de tridngulos, no podremos tener
un lado del triangulo mayor a 6 (6 la-
dos del poligono recorridos desde un
vértice a otro). En la figura se mues-
tra el A(7,3,3) el cudl no cumple la
condicion de encerrar al centro.

Contemos todos los tridngulos cuyos vértices son escogidos del poligono
regular de trece lados tal que el centro quede dentro del triangulo. Notemos
que A(6,1,6) al rotar genera 13 tridngulos entre ellos el A(6,6,1) y el
A(1,6,6). E1 A(4,5,4) al rotar genera 13 tridngulos entre ellos el A(5,5,4)
y el A(4,5,5). Y el A(5,3,5) al rotar genera 13 triangulos entre ellos el
A(5,5,3) y el A(3,5,5).

» Tridngulos de la forma A(6, 1, 6) tenemos 13 (A agu, DI, - - - DMFG)-
» Tridngulos de la forma A(4,5,4) tenemos 13 (A ags, Apric, - - - Dupi)-

» Tridngulos de la forma A(5, 3, 5) tenemos 13 (Aapr, ApgJ, - - -, Dycn)-

Ademas el A(6,4,3) al rotar genera 13 tridngulos entre ellos el A(3,6,4)
y el A(4,3,6). El A(6,3,4) al rotar genera 13 tridngulos entre ellos el
A(4,6,3) v el A(3,4,6). E1 A(6,2,5) al rotar genera 13 tridngulos entre
ellos el A(5,6,2)yel A(2,5,6).Y el A(6,5,2) al rotar genera 13 tridngulos
entre ellos el A(2,6,5) y el A(5,2,6)

» Tridngulos de la forma A (6,4, 3) tenemos 13 (A agr, ABHL, - - - DrFg)-
)

= Tridngulos de la forma A

(

= Tridngulos de la forma A(6, 3,4
(6
(6

(
tenemos 13 (Aaay, DK, - - DrFr)-

,2,5) tenemos 13 (Aagr, Apay, - Dyrn)-
= Tridngulos de la forma A 2) (

,5, tenemos 13 AAGIHABHMa"'7AMFK)'
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Finalmente existen 13 -7 = 91 tridngulos con la condicién dada.

Problema 73. Un vehiculo partié del punto A y anduvo por un camino
recto a una velocidad de 50km /h. Luego, a cada hora siguiente un nuevo
vehiculo parte del punto A a una velocidad 1km/h méas rapida que el an-
terior. El ultimo vehiculo (a una velocidad de 100km/h) partié 50 horas
después del primero. ;Cual es la velocidad del vehiculo que va primero en
la caravana 100 horas después de que partio el primero?

Solucion

El primer vehiculo recorre en 100 horas a 50 km/hr recorre 5000 km.
El segundo vehiculo como sale 1 hora mas tarde que el primero y va a
51 km/h recorre recorre 51 - 99 km. El segundo vehiculo como sale 1 hora
més tarde que el segundo y va a 52 km/h recorre recorre 52 - 98 km, y
asi sucesivamente.

Luego el problema consiste en conocer que producto es mayor:

50-100, 51-99, 52-98, 53-97, ..., 98-52, 99.51, 100-50

Después de algunos calculos uno observa que el producto crece hasta ser
75 - 75 = 5625. Por lo tanto el vehiculo que va primero en la caravana 100
horas después de que parti6 el primero lleva una velocidad de 75 km/h.

Esto también se puede calcular maximizando el producto (50+x)-(100—
r) = 5000+502—22, sabiendo que la funcién f(x) = 5000+50z—22 describe
una parabola que se abre hacia abajo, que tienen como valor maximo su

—b —b

vértice con coordenadas <2—, f <2—>> = (25,75 75). Luego = = 25 km
a a

maximiza la expresion.

Problema 74. Un jardinero quiere plantar veinte arboles (alerces y robles)
en una avenida del parque. Sabiendo que entre dos alerces no pueden haber
tres arboles. ;Cudl es el mayor ntimero de alerces que puede plantar el
jardinero?
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Como queremos plantar el mayor nimero de alerces en la avenida, co-
mencemos plantando alerces teniendo en cuenta que no podemos tener
5 alerces consecutivos A; Ay A3 Ay As donde para el arbol A;, ¢ indica
la posicién, pues entre los alerces extremos tenemos 3 arboles. Entonces
plantamos 4 alerces y comenzamos a plantar robles.

Ay Ay A3 Ay Rs Rg Ry ...

Pero deseamos tener mas alerces por lo que debemos encontrar el momento
en que comenzamos a plantar nuevamente alerces. Notemos que en la po-
sicién 6 no puede haber un alerce pues entre As y Ag quedarian 3 arboles,
en la posicion 7 no puede haber un alerce pues entre Az y A; quedarian
3 arboles, en la posicién 8 no puede haber un alerce pues entre Ay y Ag
quedarian 3 arboles, luego agregamos robles en las posiciones 6, 7y 8, y
alerces a partir de la posicién 9.

Ay Ay A3 Ay Rs Rg Ry Ry Ag Ao A Aig ...

De este modo plantamos 4 alerces, 4 robles, 4 alerces, 4 robles, 4 aler-
ces, asl nunca hay tres arboles cualquiera entre dos alerces, por lo tanto
podemos plantar hasta 12 alerces.

Problema 75. Ivan caminaba por la calle cuando vio un tractor que tiraba
de una tuberia. Decidiendo medir su longitud Ivan caminé al lado de la
tuberia contra el movimiento del tractor y conté 20 pasos. Luego caminé en
la misma direccién que el tractor y conté 140 pasos. Sabiendo que sus
pasos miden un metro, Ivan fue capaz de conocer la medida de la tuberia.
. Cuanto mide?

Sea [ la longitud del tubo, supongamos ademas que cuando Ivan avanza
1 metro el tractor avanza k metros, asi tenemos que:

s Cuando Ivan camind 20 metros al lado de la tuberia contra el movi-
miento del tractor, el tractor avanza 20k metros, luego

[ =20+ 20k
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= Cuando Ivan caminé 140 metros en la misma direcciéon que el tractor,
el tractor avanza 140k metros. Notemos que el nifio es mas rapido que
el tractor, pues el nino caminando desde el final de la tuberia alcanza
al tractor, luego

[ = 140 — 140k
De este modo:
[ =20+ 20k
[ =140 — 140k
Restando ambas ecuaciones obtenemos que 120 — 160k = 0 = 120 =
160k = k = Z

3
Luego [ = 20 + 20 - 1= 35. Por lo que la longitud del tubo es de 35
metros.

Problema 76. ;Cual de los siguientes niimeros es el mas grande?
(A) 2013 (B) 20+13 (C) 2013 (D) 2013
(E) 2013

2013 tiene 4 digitos.

2013 — 913 — 21093 — 1024 - 8 tiene 4 digitos.

n 2013 = 213.10'3, 213 tiene 4 digitos, por lo que 2'3-10'3 tiene 4+13 = 17
digitos.

201% = (200 + 1) = 200% + 3 - 200% + 3 - 200 + 1 tiene 7 digitos.

20 - 13 = 260 tiene 3 digitos.

Luego el nimero m4s grande es 20 (sin ser necesario calcular exacta-
mente cada valor).



86 CAPITULO 2. SOLUCIONES DE LOS PROBLEMAS

F E
Problema 77. Los lados del octagono re- G D
gular de la figura miden 10. ;Cual es el
radio de la circunferencia inscrita en el
octagono regular que muestra la figura? ! .
A B

Las diagonales CH, DG, AF, BE claramente forman un cuadrado de
lado 10 al centro de la figura, y como la circunferencia esta inscrita, esta
tiene diametro 10 y en consecuencia radio 5.

Problema 78. Un prisma tiene 2013 caras. ;Cuantas aristas tiene el pris-
ma?

Solucion

Observemos que si un prisma tiene 2013 caras, 2011 de ellas son laterales
y las otras 2 caras son basales. Por lo tanto las caras laterales generan 2011
aristas, y cada cara basal necesariamente tiene una arista por cada cara
lateral, luego cada cara basal tiene 2011 aristas, entonces las 2 caras basales
generan 2 - 2011 aristas.

Finalmente el prisma tiene 3 - 2011 = 6033 aristas.
Problema 79. La raiz cibica de 3% es igual a:
Notemos que:
33° _ 327 _ 393 _ (39>3

Esto implica que ¢/(39)* = 3% = 3%°
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Problema 80. El ano 2013 tiene la propiedad de ser un nimero formado
por los digitos consecutivos 0, 1, 2 y 3. ;Cuantos anos han pasado desde
la ultima vez que un ano ha sido formado por 4 digitos consecutivos?

Solucién

Como estamos hablando de digito,s las posibles parejas de nimeros
consecutivos son:

{0,1,2,3},{1,2,3,4},{2,3,4,5},{3,4,5,6},{4,5,6,7},{5,6,7,8},{6,7,8,9}

Como queremos encontrar una combinacién que sea menor a 2013, des-
cartamos las parejas:

{2,3,4,5},{3,4,5,6},{4,5,6,7},{5,6,7,8} y {6,7,8,9}

Pues con ellas nunca podremos formar un nimero menor que 2013,
asi analizamos solo las dos que nos restan, estas son:

{0,1,2,3},{1,2,3,4}

Ahora con estas combinaciones queremos encontrar el nimero mas gran-
de pero menor a 2013. Veamos la combinacién {0, 1, 2,3}, el nimero mas
grande y menor que 2013 que podemos formar con esta combinacion es
1320 y con la combinacion {1,2,3,4} el nimero mas grande y menor que
2013 que podemos formar con esta combinacién es 1432. Asi el ntimero
buscado es 1432, respondiendo a la pregunta esto sucedié hace 581 anos

Problema 81. Sea f una funcién lineal para la cual f(2013) — f(2001) =
100. ;Cuanto es f(2031) — f(2013)7

Solucion

Sea f(x) = mz + n la funcion lineal pedida, de este modo:

£(2013) — £(2001) = 100
(2013m +n) — (2001m + n) = 100
2013m 4+ n — 2001m — n = 100

12m = 100
100 25

m = = —

12 3
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Luego

f(2031) — f(2013) = (2031m +n) — (2013m + n)
=2031m +n — 2013m —n

:18m:18-2—35:150

Observemos que m puede también puede ser calculada usando los puntos
(2013, £(2013)) y (2001, f(2001)), es decir.

£(2013) — £(2001) 100 25

2013 — 2001 12 3

Problema 82. Seis siper héroes capturan a veinte villanos. El primer
super héroe captura un villano, el segundo captura dos villanos y el tercero
captura tres. El cuarto siper héroe captura mas villanos que cualquiera
de los otros cinco héroes. ;Cudl es el minimo de villanos que pudo haber
capturado el cuarto héroe?

Como los primeros tres super héroes ya capturaron 1+2+3 = 6 villanos,
quedan 14 villanos por capturar. Supongamos que el cuarto super héroe
(S4) captura x villanos, el quinto super héroe (S5) captura a villanos, el
sexto super héroe (Sg) captura b villanos. Es decir:

r+a+ b= 14, con la condicién que z > a,x > b

Necesariamente * = 6. Para probar esto digamos que a = z —p y
b= x — q, luego:
r+at+b=x+(x—p) +(r—q) =143z —p—q =14
3r=14+4+p+q

De este modo tenemos que 14 + p + ¢ es multiplo de 3, por lo tanto:

m 144p+qg=15= p+qg=1,esdecir,p=0Ag=1,0bienp =1Aqg = 0.
No se puede pues implicaria que z = a o que x = b y necesariamente
x>a,r>Db.
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m l4+p+qg=18=p+qg=4,esdecir,p=1ANg=3,0p=2ANqg=2,0
p=3ANg=1,0p=4Nqg=0,0p=0Aq =4 pero qy pno pueden
ser 0.

Luego 6+5+3=14,6+4+4=14,6+3+5 = 14.

También podemos observar que x = 6, teniendo en cuenta que como x
debe ser pequetio, los valores z, a v b deben ser cercanos a 14 + 3 = 4.6,
podemos elegir entonces x =6, a =4, b =4, o bien, x =6, a =5, b = 3.

Problema 83. Cuando cierta sustancia se derrite, su volumen se incre-

menta en 1—12 .En cuénto decrece su volumen cuando vuelve a solidificarse?

S
Notemos que cuando la sustancia S se derrite aumenta su masa en 0
S 13S
por lo tanto la nueva masa M es S + — = = M. Como queremos

12 12
que esta masa vuelva a solidificarse tendra que ser nuevamente S, luego la
pregunta es en cuanto disminuye M para volver a ser S, se tiene que:

M
M—-—==-5
x
135 138
bt o
12 12z
13Sx — 138
=9
122
135Sz — 135 = 125«
Sx =135
r =13
. 1
Por lo tanto, el volumen disminuye en 3

n
Problema 84. ;Cuédntos enteros positivos existen de manera tal que 3 y

3n sean enteros positivos de tres digitos?

n
Como 3 y 3n deben ser enteros positivos de tres digitos, se tiene que:
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n
5 = 100 3n < 999

n > 300 n < 333

n
Luego 300 < n < 333, por lo que existen 34 enteros para los que 3 y 3n

son enteros positivos de tres digitos.

D C
Problema 85. En la figura ABC'D es un
cuadrado, M es el punto medio de AD y
MN es perpendicular a AC'. ;Cudl es la M4,
razon entre el area del triangulo MNC'y ) -
el area del cuadrado original?. N
A’ B

Tal como muestra la figura tracemos la perpendicular al lado AD que
pasa por el punto M. Claramente esta recta divide al cuadrado en dos
parte iguales.

D 'C

Notemos que para el triangulo M PC' es —

del area total, pues como P es el punto me-
) dio del segmento trazado (dado que es el
M= P Q punto medio de la diagonal), el tridangulo
; ’ MPC vy el triangulo PQC tienen la mis-
N ma base y la misma altura, siendo la suma

de estas areas igual a 1 del area total.

A B
1
Por otra parte el triangulo M N P es — del area total. Luego el area del

1 1 3
triangulo MNC' es 3 + 6= 16 del area del cuadrado original.
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Problema 86. El abuelo Anacleto ha escrito los niimeros del 1 al 120 en 15
filas, como se muestra en el diagrama. ;Cudl de las columnas (de izquierda
a derecha) tiene la mayor suma?

1

2 3

4 ! 6

106 107 108 ... 120

Sea S la suma de los 15 ntumeros ubicados en la primera columna,
observemos que las siguientes columnas se generan a partir de la primera:

1

2 2+1

4 4+1 442

7 7+1 742 7+3

106 106+1 10642 106+3 ... 106414

De este modo tenemos que:
m So=5+1-14—-1=5+13

S3=51+2-13—-1—-2=57+23

Sy =54+3-12—-1-2—-4=5,+29

Ss=51+4-11-1-2—-4-7=5,+30

Se=51+5-10—-1-2-4-7-11=5+25

Asi observamos que los valores de Sg, S7, ..., S15 comienzan a decrecer,
luego la maxima suma esta en la quinta columna.
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Problema 87. En veintidés cartas han sido escritos niimeros enteros po-
sitivos desde el uno al veintidds. Con estas cartas se han hecho once frac-
ciones. ;Cual es la maxima cantidad de dichas fracciones que pueden dar
resultados enteros?

Solucion

Analicemos los primos del 1 al 22 estos son: {2,3,5,7,11,13,17,19},
inmediatamente nos damos cuenta que los primos 13, 17 y 19 estando
como numerador o como denominador de cualquiera de las once fracciones
nos generaran fracciones que no pueden dar resultados enteros, pues el
13, el 17 y el 19 no dividen a ninguno de los veintidos niimeros y no son
divididos por ninguno de los veintidés ntumeros excepto del uno. Luego
seria conveniente elegir dos de estas cartas y hacer una fraccion, y la carta
que quede, emparejarla con la carta que contiene el uno.

Asi entre el {1,13,17,19} sélo podremos formar una fraccién que de un

entero positivo y otra fraccion que no de un entero positivo, por ejemplo

13
T sera la que nos sirve y o sera la que descartaremos.

De las 11 fracciones que podiamos crear con los nimeros del 1 al 22,
ya hemos descartado una de ellas, pues es imposible que nos dé un entero
positivo, asi también dejemos de lado la fraccién 13/1 pues sabemos que es
la inica, combinacién con la cual tomando en cuenta el 13 nos dé fraccién
igual a un entero positivo.

Ahora intentemos formar las 9 fracciones que resulten ser igual a un
entero positivo. Los nimeros que nos quedan por analizar son:

{2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12, 14,15, 16, 18,20, 21, 22}

No hay ningiin niimero de ellos que divida al 11, pero el 11 divide al 22,
asi que formamos esa pareja, de la misma manera no existe ningiin niimero
de la lista que divida a 7, pero el 7 divide al 14, asi que formamos esa
pareja. Al ntimero 21 sélo lo divide el 3 y el 7, pero como ya utilizamos
el 7 afirmamos que el 3 divide al 21 asi que formamos esa pareja, de igual
forma al 15 solo lo divide el 3 y el 5, pero como ya utilizamos el 3, decimos
que el 5 divide al 15 asi que formamos esa pareja. Como ya tomamos el 3,
entonces el 9 no puede ser dividido, luego el 9 divide al 18 asi que formamos
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esa pareja.

Ahora sé6lo nos quedan los ntimeros:
{2,4,6,8,10,12,16,20}

Al 20 lo divide el {2,4,10}. Al 16 lo divide el {2,4,8}. Al 12 lo divide
el {2,4,6}. Al 10 lo divide el {2,5}. Asi que podemos emparejar el 10 con
5, el 12 con el 6, el 16 con el 4 y el 20 con el 2.

Finalmente de las 11 fracciones a lo mas 10 pueden dar resultados en-
teros.

Problema 88. La figura siguiente
muestra un triangulo rectangulo de
lados a, b y c. ;jCudl es el radio del
semicirculo inscrito?

Solucion

Dado el tridngulo rectdangulo en C de lados a, b, c. Se tiene que ¢ =

a’+b?, trazamos el radio 7 de la semi-circunferencia desde el punto O hasta,
el punto E, que es perpendicular al lado c.

Por el teorema de la tangente se tiene
B que el lado ¢ queda dividido por E en
dos partes, A = c—ay EB = a.
Del mismo modo el lado b queda di-
vidido en dos partes, AO = (b—r)y
OC = r. Luego se forma un triangu-
c lo rectangulo de catetos (c —a) y r e

hipotenusa (b — r).




94 CAPITULO 2. SOLUCIONES DE LOS PROBLEMAS

Por pitagoras se tiene que:
(c—a)l+r2=(b—-r)
& —2ac+ a® +r* = b* — 2br + 1
2br = b* — & — a® + 2ac
2br = (b2 — 62) — a® + 2ac

1
2br = —a® — a* + 2ac /- =

2
br = —a® + ac
I (c—a)
b
. . o a(c—a)
Luego el radio del semi-circulo inscrito es r = —

De otro modo observemos que el triangulo ABC' es semejante al tridngu-
lo OAE, pues ZOEFA = /BCA, ZOFA = /BCA = 90° v LZOAE =
Z/BAC ya que lo comparten, de este modo podemos establecer las siguien-
tes proporciones:

cC—a

=

Por lo tanto, r = M
b

Problema 89. Andrés y Daniel recientemente tomaron parte en una ma-
raton. Después de terminar, se dieron cuenta que Andrés termind antes
que el doble de personas que terminaron antes que Daniel, y que Daniel
terminé antes que 1,5 de los corredores que terminaron antes que Andrés.
Si Andrés finalizé en el vigésimo primer lugar. ; Cuantos corredores com-
pitieron en la maratén?

Solucion

Si Andrés finalizo en el lugar niimero 21, entonces antes de él hay 20
personas mas, contando a Andrés hay 21 corredores.

Si Daniel terminé antes que 1,5 de los corredores que terminaron antes
de Andrés, entonces hay 30 corredores después de Daniel, contando a Daniel
hay 31 corredores.
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Y si Andrés terminé antes que el doble de personas que Daniel, obtene-
mos la siguiente ecuacion:

2c+1 =2+ 31
2x = 20
z =10

Por lo tanto, después de Andrés hay 20 corredores, mas los 20 corredores
que hay antes de él tenemos 40 corredores, incluyendo a Andrés hay 41
corredores que compitieron en la maraton.

Problema 90. Julian ha escrito un algoritmo con el fin de crear una se-
cuencia de niimeros como

ar =1, apip=ap+a,+n-m

donde m y n son numeros naturales. Encuentre el valor de asgi3.

Comenzemos por encontrar los primeros términos e intentar conseguir
una regularidad para ellos:

ma =1
may=a11=a+a;+1-1=1+14+1=3
ma3=a9 1 =as+a;+1-2=3+14+2=06
"y =0y 0=as+as+2-2=3+34+4=10

mas=a41=a4+a+4-1=10+1+4=15

De los primeros cinco términos de la secuencia, se puede inferir que la
diferencia entre el primer término y el segundo es 2. Entre el segundo y el
tercer término es 3. Entre el tercer y cuarto término es 4. Entre el cuarto
y el quinto término es 5 y asi sucesivamente. Ahora bien podemos notar
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que la diferencia entre el primer término y el cuarto término es la suma de
las diferencias de los terminos anteriores desde a; hasta a4, vale decir que:
as — ay = (aQ—a1)+(a3—a2)+(a4—a3) =24+3+4
Luego
as=a1+2+3+4=14+2+3+4=10
Realizando la misma operaciéon con el primer y quinto término se puede
notar que:
as —a; = (a2 —a1) + (a3 —az) + (ag —ag) + (a5 —ag) =2+3+4+5
Luego
as=a1+24+3+4+5=14+2+3+4+5

1
Notemosquean:1+2+3+4+5+...+n:%.Porloque:
2013 - (201 1 2013 - 2014
A 013- (2013 + ): 013 -20 _ 9027001

2 2
Luego el valor del nimero buscado asyi3 es 2027091.

Otro camino es buscar una recurrencia alternativa al algoritmo a,,, =
a, + a;, + n - m, observemos el caso particular con n =1
el =y +a1+1-m
Amat1 =y + 14+ m
Apmi1 = am+(m+1) VmeN

Por lo tanto:

a013 = azo12 + 2013
= agp11 + 2012 + 2013
— as010 + +2011 + 2012 + 2013

=1+2+3+...+2013
2013 - (2013 + 1)

2
20132014

= 2027091
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Problema 91. El reloj del dibujo es rectangular, cada manecilla se mueve
a una velocidad constante, como un reloj normal (circular). Si la distancia
entre los nimeros 8 y 10 es de 12 cm. Calcular la distancia entre 1 y 2.

4 N

4 N\
10 11 12 1 9
lLCCl’Il
Qe (12cm m 3
8 7 6 5 4
\_ J

Solucion

Notemos que si cada manecilla se mueve a
una velocidad constante entonces la manecilla

12 1 2 menor avanza 30° por cada hora, por lo que
/BAC = ZCAD = 30°.

3 Ademas el tridngulo AC'D por construcciéon es
A rectangulo en D con lado AD = 6cm, por ser un
triangulo con angulos de 30°, 60° y 90° se tiene

que DC = 2\/§y AC = 44/3.

Por otra parte el triangulo ABC' es isésceles pues LZABC = ZCAB =
30°. Luego:

r=AC = 4V3

Problema 92. Todos los boletos para la primera fila de una funcién de cine
estan vendidos. Las sillas estan numeradas consecutivamente comenzando
desde el 1. Pero al cine llegaron dos personas méas con entradas falsificadas
para sillas numeradas consecutivamente. La suma de los nimeros de los
boletos recaudadas es igual a 857. ;Cuales son los posibles ntimeros de los
boletos falsificados?
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Supongamos que se han vendido n boletos donde los boletos k y k + 1
son falsos, es decir:

1+24+3+...+n+k+(k+1)=2857
1
@+k+(/€+1):857

1
De modo que M < 857 :

n(n+1) 4142

nn =41 = 5 = 861 > 857  (no sirve)
1) 40-41
nn =40 = n(n2+ ) =—5 = 820 < 857 Sirve, pues 857 — 780 =
77 = 38 + 39.
1) 39-40
en=30— "Mt _ S— = 780 < 857 Sirve, pues 857 — 820 =
37 = 18 + 19.
1 .
=38 M0 38239 — 741 < 857 No sirve, pues 857—T741 =

116, y 116 es par, luego, no puede ser suma de dos consecutivos

Finalmente, las entradas falsificadas son de las sillas 18 y 19, o bien, de
las sillas 38 y 39.

Problema 93. Un pedazo de papel rectangular ABC' D que mide 4cm X
16cm se dobla sobre la recta M N de tal forma que el vértice C' coincida con

el vértice A, como se muestra en la figura. ;Cual es el area del pentagono
ABNMEF?
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En la figura, AF = 4, pues AF corresponde al lado DC' antes de hacer
el doblez, AB = 4, por ser un lado del papel rectangular. Se sabe también
que AD = BC = 16. Como el vértice C' coincide con el vértice A y N
estd ubicado en el lado BC, se tiene que BN + AN = 16. Del mismo modo
AM + FM = 16 pues F' debe coincidir con D al igual como lo hace A
con C. Finalmente se puede notar que el area del pentdgono ABN M F
corresponde a la suma de las areas del tridngulo rectangulo AF M recto en
F vy el trapecio rectangulo ABN M.

Como en el tridngulo AFM recto en F';, AF =4y AM + FM = 16,
entonces AM = 16 — F'M, por teorema de pitdgoras se tiene:

AF? + FM? =AM?
42+ FM? = (16 — FM)?
16 + FM? =256 — 32F M + FM?

32F M =240
=t
2

15 15 17
Luego como F'M = 5 entonces AM = 16 — 5 =5 Por lo tanto:

AF-FM  4-2

5 = 15cm?

Apary =

Para el tridngulo ABN recto en B, con AB = 4 y sabiendo que BN +
AN = 16, se obtiene (por teorema de pitdgoras) lo siguiente:

AB? + BN? =AN?
42 4+ BN? = (16 — BN)?
16 + BN? =256 — 32BN + BN?

32BN =240

BN :E
2
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17
Luego, como BN = —, se tiene que AN = —. Por lo que el area del

trapecio isosceles ABN M de bases AM y BN, con lado perpendicular AB
es:

Base; + Bases

Area trapecio = 5 - Altura
_ (AM + BN)-AB
B 2
17 | 15
_(F+3) -4
2
= 32cm’

Finalmente el Area del pentdgono ABNMF = 32 + 15 = 47cm?

Problema 94. Después de una leccién de Algebra, lo siguiente quedd en
la pizarra: el grafico de la funcién y = 2 y 2013 rectas paralelas a la recta
y = x que cortan al ejey en 1, 2,...,2013, cada una de las cuales intersecta
al grafico en dos puntos generando 4026 puntos. Calcular la suma de las
ordenadas de estos puntos de interseccion de las rectas y la parabola.

Solucion

Notemos que toda recta paralela a la recta y = x es de la forma L, :
y = x +n,y como L, corta la pardbola y =22, n=1,2,...2013.

Encontremos ahora las ordenadas de los puntos de interseccién de las
rectas con la parabola despejando la variable y de dichas ecuaciones:

-y=x2:>:z::i\/§
RY=T+nNn—r=yY—n

[gualando estas ecuaciones se tiene:

tyy=y-n /()
y=19°—2ny +n’
¥ — (2n+1)y+n*=0
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Luego:
2n 4+ 1+ +/(2n + 1)? — 4n? 2n 41— +/(2n + 1)% — 4n?
= o Y2 =
2 2
2 1
De este modo se tiene que y; + ¢y = 2 - n =2n+1
Sumando las ordenadas paran =1,2,...,2013, se tiene:

S=2-1+1)+(2-24+1)+...+(2-20124+ 1)+ (2-2013+ 1)
S =3+5+...44025+ 4027 = 4056195

Una forma de hacer esta ultima suma es sumar dos veces este valor que
obtuvimos pero considerando uno de ellos de forma inversa como se indica:

S =3+5+7+...+4023 + 4025 + 4027
+ S =4027 44025+ 40234+ ... +7+5+3

Sumando término a término se obtiene que:
2.5 = (4030 + 4030 + 4030 + . .. + 4030 + 4030 + 4030

2013vveces
Luego 2 - .S = 4030 - 2013, lo cual nos conduce a que:
4030 - 2013

S = — 5 = 4056195

Problema 95. El abuelo Anacleto matematico jubilado y aventurero suma
los primeros n enteros positivos (consecutivos) hasta obtener un niimero
de 3 digitos donde todos los digitos son iguales. ; Cuantos niimeros sumo el
abuelo?.

Sea aaa el nimero de tres digitos con todas sus cifras iguales, sabiendo

que la suma de los n primeros términos es "("2“), entonces:
nnt D) _ e
2
1
% — 1000 + 10a + a
1
% — 111a

n(n+ 1) =222a
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Como n (n + 1) representa la multiplicacién de dos nimeros consecuti-
vos, entonces cabe descomponer 222a en factores primos y elegir un cierto
a que cumpla con que 222a sea la multiplicacion de dos niimeros consecu-
tivos. En efecto sucede que 222a = 37 -2 -3 - a, como a es un digito, este
puede tomar valores desde 0 hasta 9. Luego consideremos a 37 como uno
de los dos términos consecutivos, por lo cual 2 -3 - a debe ser 38 o 36.

Para el caso de 2 -3 - a = 38, se tiene que a = 1—??, por lo que %—9 no es

soluciéon, puesto que no es un digito.

Para el caso de 2 -3 -a = 36, se tiene que a = 6, por lo que 6 si es
solucién.

Luego se tiene que n(n+ 1) = 37 - 36, lo cual implica que n = 36 y
n + 1 = 37. Por lo tanto el abuelo Anacleto sumé una cantidad de 36
numeros.

También podemos resolver el problema de otro modo, pues sabemos que:

1

@ — 100a + 10a + a
1

—”(”; ) 1114

n(n+1) = 222a
n?4+n—222a=0
_ —1+/T+3888a

n
2
De esta manera, para que n sea entero, /1 + 888a debe ser entero con
a=1,2,...,9. Comencemos descartando algunos casos de a sabiendo que

el ultimo digito de un cuadrado perfecto terminaen 1,4,5,6 0 9, en nuestro
caso el ultimo digito de 1 + 888a es también el ltimo digito de 8a + 1, de
este modo tenemos que:

= Sia=1, el ultimo digito de 8a + 1 es 9
= Sia =2, el ultimo digito de 8a + 1 es 7
= Sia =3, el ultimo digito de 8a + 1 es 5
= Sia =4, el ultimo digito de 8a + 1 es 3
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Si a = b, el ultimo digito de 8a + 1 es 1

Si a = 6, el ultimo digito de 8a + 1 es 9

Sia =7, el ultimo digito de 8a + 1 es 7
= Sia =8, el ultimo digito de 8a + 1 es 5

= Sia=09, el ultimo digito de 8a + 1 es 3

Por lo que descartamos a =2,a=4,a="7,a =9 y probamos con a = 1,
a =3, a=>5 a=06,a= 8, obteniendo que /1 + 888a es entero solo
cuando a = 6. Finalmente, con a = 6 se tiene que n = 36.

Problema 96. Los nameros 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, y 10 estan escritos
alrededor de un circulo en orden arbitrario. Sumamos todos los nimeros
con sus vecinos, obteniendo diez sumas. ;Cual es el maximo valor posible
para la mas pequena de estas sumas?

Solucion

Notemos que cada uno de estos niimeros se encontrara en 3 de cada una
de estas 10 sumas, por ejemplo si tenemos la secuencia ...,7,2,5,9,6,...
el bestdenlasuma 7+24+5,24+54+9y 5+ 9+ 6, o sea en tres sumas.
Luego, si sumamos los resultados de cada una de las 10 sumas obtendremos
3-1+24+34+4+54+6+7+8+9+10) = 3-55 = 165. Esto quiere
decir que los trios en promedio suman 16, 5. Por lo tanto el maximo valor
posible para la mas pequena de estas sumas es menor que 17.

Primeramente, podemos analizar si el maximo valor posible para la més
pequena de estas sumas puede ser 16, para esto deberiamos tener 5 trios
que sumen 16 cada uno y 5 trios que sumen 17 cada uno pues el promedio
es 16,5, ademas como los niimeros no se pueden repetir no pueden haber
sumas consecutivas iguales, es decir, si la primera suma de a; + as + ag €s
16, as + ag + a4 debe ser igual a 17, de lo contrario a; seria igual a ay.

De este modo podemos intentar probar algunos casos (5 en total) donde
se cumpla lo anterior, ddndonos cuenta que es imposible. Probemos ahora
si el maximo valor posible para la mas pequena de estas sumas es 15, de
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este modo son muchos los casos pues las sumas pueden ser 15, 16,17, 18,19
ya que por ejemplo:
154+164+16+16+16 + 17+ 17+ 17+ 17+ 18

10
I5+15+15+16+16+ 17+ 17+ 17+ 18+ 19

16.5 =

10

Por lo que podriamos probar va-
rios casos e intentar lograr que
el maximo valor posible para la
mas pequena de las sumas sea
15. Asi por ejemplo se puede en-
contrar la secuencia mostrada en
la figura mostrando que el 15 si
es el maximo valor posible.

Problema 97. ; Cuantos enteros positivos son multiplos de 2013 y tienen
exactamente 2013 divisores (incluyendo a 1 y al mismo ntmero)?

Analicemos a modo de ejemplo la cantidad de divisores de 600 inclu-
yendo a 1 y al mismo ntmero.

600 =23-3-52=1-.2-2-2-3.5.5, vemos que cualquier combinacién de
productos entre estos factores sera un divisor de 600, por ejemplo 2 divide
a 600, 1 -3 divide a 600, 2 - 3 divide a 600, 3 - 5 divide a 600, 2-3-5-5
divide a 600, etc. Entonces debemos encontrar cuantas combinaciones son
formadas con dichos factores.

= 23 aporta 4 factores, 2°, 21, 22 y 23 (3 4+ 1 factores, donde 3 es el
exponente de 2).

= 3 aporta 2 factores, 3° y 3! (141 factores, donde 1 es el exponente de
3) .
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= 5% aporta 3 factores, 5°, 5! y 5% (2+1 factores, donde 2 es el exponente
de 5) .

Por lo tanto todas las combinaciones posibles entre estos factores son
B+1)-(1+1)-(241)=4-2-3 =24 combinaciones, es decir, 200 tiene
24 divisores.

Realizamos la explicacién anterior con el propdsito de ayudar a entender
el teorema de la descomposiciéon prima de un nimero compuesto y relacio-
narla con su numero de divisores, el cual no demostraremos, pues no es el
propésito de este apunte.

De este modo tenemos que si n es un ntimero compuesto se puede escribir
de la siguiente manera:

_ 1 a2 as af
n=py Py -P3 - "Dy

Donde p1,p2,ps3,...,pr Son primos, y ay,as,as,...,ar son naturales.
Luego la cantidad de divisores de n esta dada por:

(a1 +1)-(ag+1)-(az+1) ... - (ap+ 1)

Como 2013 = 3 - 11 - 61, los enteros positivos que tienen exactamente
2013 divisores son de la forma:

P py - s

Por otra parte, no interesa conocer todos los enteros de la
forma p? - pi? - p® que sean multiplos de 2013, para que esto se cumpla
p? - pi?- p8 debe contener a 2013 y por lo tanto a su descomposicién prima,
de este modo los enteros que cumplen con ser multiplos de 2013 y tener
exactamente 2013 divisores son :

612-319.110=3.11-61- (61-3%-11%

» 32-1110.61 =3-11-61- (3-117-61%) = 2013 - (3- 117 - 61%)
= 32.610.11=3.11-61- (3-61%-11%9) =2013- (3- 617 - 11%)
= 11%-30.61°=3.11-61- (11-3%-61%) =2013- (11-3?-61%)
» 11%2.6110.3%0 =3.11-61- (11-61%-3%) = 2013 - (11-61° - 3%)
» 617-1110.3%0 =3.11-61- (61-117-3%) =2013- (61-117 - 3%)

(61 ) = 2013 ( )
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Luego existen 6 nimeros enteros que cumplen con ser multiplos de 2013
y tener exactamente 2013 divisores.

Problema 98. Juan elige un entero positivo de 5 cifras y borra uno de sus
digitos para convertirlo en un nimero de 4 cifras. La suma de este ntimero
de 4 cifras con el nimero de 5 cifras es 52713. ;Cuadl es la suma de los
digitos del nimero original de 5 cifras?

Escribamos el nimero de cinco cifras como abede, donde cada una de
las letras representa un nimero del 0 al 9. Si analizamos el enunciado, nos
encontramos con cinco casos segun sea la letra que se elimine.

Si eliminamos el digito a, de acuerdo a la condicién se tiene que abcde +
bede = 52713, lo cual es una contradiccién pues al sumar las cifras de
las unidades (e) esta suma es par (2e), y como e es entero 2e # 3. Lo
mismo ocurre si eliminamos el digito b, ¢ o d. Luego el tinico caso posible
es eliminar el digito e. Por lo tanto, abcde 4+ abcd = 52713.

Reescribiendo la suma de los nimeros en potencias de 10, se obtiene lo
siguiente:

abede + abed = 52713
(10000 + 10006 + 100c 4+ 10d + €) + (1000a + 1006 + 10c + d) = 52713
11000a + 11006 + 110¢ + 11d + e = 52713

Analizamos el valor mas proximo a 52713. Por simple intuicion a =
4, pues para a > 5 tendremos un valor mayor o igual a 55000. Luego
52713 — 4 - 11000 = 52713 — 44000 = 8713. Por lo tanto:

11006 + 110c 4 11d + e = 8713

Ahora b = 7, pues para b = 8 excedemos el valor 8713. Luego 8713 —
7700 = 1013. Por lo tanto:

110c +11d + e = 1013

Ahora ¢ = 9, pues es el valor mas préximo a 1013. Luego 1013—990 = 23.
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Ahora bien,
11d +e =23

Luego, d = 2, pues para d = 3 excedemos el valor 23. En consecuencia,
e = 1. Por lo tanto, el nimero buscado es 47931. Finalmente, la suma de
sus digitoses 4 +74+9+ 3+ 1 = 24.

Problema 99. En una isla solo habian dos tipos de personas, los caba-
lleros (que siempre dicen la verdad) y los bribones (que siempre mienten).
Conoci dos hombres que vivian alli y le pregunté al mas alto si ambos eran
caballeros. El respondié, pero no pude darme cuenta de que era cada uno,
asi que le pregunté al hombre mas bajo si el mas alto era caballero. Me
respondio, y después de eso supe que tipo era cada uno. jEran caballeros
o bribones?

(A) Ambos eran caballeros.

(B) Ambos eran mentirosos.

(C) El mas alto era caballero y el mas bajo era mentiroso.

(D) El mas alto era mentiroso y el més bajo era caballero.

(E) No se da suficiente informacién.

Solucion

Analicemos primero la respuesta del hombre mas alto. Si su respuesta
hubiera sido NO, entonces necesariamente se trataba de un caballero, pues
si él era un bribon, la respuesta verdadera es que no eran ambos caballeros.
Por lo tanto, necesariamente el hombre mas alto respondid Slala pregunta
;son ambos caballeros?

Asi, no es posible determinar qué tipo es cada hombre. Si el hombre
mas alto era caballero, entonces el mas bajo también. Por el contrario, si el
hombre mas alto era bribén, no podemos saber qué tipo era el mas bajo.

Analicemos ahora la respuesta del hombre mas bajo. Supongamos que
respondio SI. Si se trataba de un caballero, entonces dijo la verdad, y ambos
eran caballeros. Si por el contrario, el hombre era un bribén, mintié, luego
el hombre mas alto también era bribén. Asi, si la respuesta del hombre mas
bajo fue Sf, no podemos saber qué tipo es cada uno.
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En cambio, si el hombre mas bajo respondié NO, y era un bribén, en-
tonces, como miente, el hombre alto es un caballero, lo que contradice la
respuesta ST del hombre més alto. Ahora, si respondié NO y es un caballero,
entonces el hombre mas alto es un briboén.

Luego, necesariamente las respuestas fueron S ala primera pregunta y
NO a la segunda, con lo cual, el hombre mas alto era un bribén y el mas
bajo, un caballero.

Problema 100. Un cubo esta ubicado en el espacio de manera tal que
tres de sus vértices (no todos sobre la misma cara) son P(3,4,1), Q(5,2,9)
y R(1,6,5). Encuentra el centro del cubo.

Solucion

Consideremos lo siguiente, en un cubo se pueden encontrar tres dife-
rentes distancias, la distancia de dos vértices consecutivos (el lado de una
cara), la distancia de dos vértices opuestos en una misma cara (la diagonal
de una cara) y finalmente la distancia de dos vértices opuestos que no estén
en una misma cara (la diagonal del cubo), donde se cumple la siguiente
condicion.

Lado de una cara < Diagonal de una cara < Diagonal del cubo

Ademas, el centro de un cubo se encuentra en el punto medio de la
diagonal del cubo. Ahora bien, como los puntos P, ) y R no estan todos
sobre la misma cara, deberiamos hallar al menos dos de las distancias
mencionadas anteriormente. Para ello procederemos a calcular la distancia
entre los puntos Py @, Qv R, Py R.
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Dpg =\/(3—5)° + (4—2)° + (1—9)’

=4 +4+64
=72

Dor :\/(5 —1)*+(2-6)+ (9 —5)*
=16 + 16 + 16
=V/48

Dpr :\/(3 — 1%+ (4—6)"+ (1 - 5)
=4 +4+16
=V/24

Luego, Dpr=Vv24< DQR = V48 < DPQ =72

Por lo tanto, PR = lado de una cara, QR = diagonal de una cara y
PQ = diagonal del cubo. Calculando el punto medio de la diagonal del
cubo, obtenemos su centro:

3+544+2 149
Centr0:(+ + +>

2 7 2 7 2



